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Kapitel 11

Gesteuerte Ersetzung

In diesem Kapitel soll vor allem darauf eingegangen werden, wie man die erzeugende
Kapazitdt von kontextfreien Grammatiken erh6hen kann, ohne auf die Kontextfrei-
heit zu verzichten. Mit Hilfe einer geeigneten Steuerung der Anwendung kontextfreier
Produktionen koénnen nicht-kontextfreie Sprachen erzeugt werden.

11.1 Matrix-Grammatiken

Definition 11.1 (a) G = (V, Vir, Xo, M) heifit Matriz-Grammatik, wenn folgendes
gilt:

(1) Vi und Vr sind disjunkte Alphabete (Nichtterminal- und Terminalalpha-
bet),

(2) Xo € Vi (das Anfangssymbol),

(3) M ist eine endliche Menge von endlichen nichtleeren Folgen von geordneten
Paaren (P, Q) mit P € V*VyV*, @ € V* und V = VyUVr. Die Paare (P, Q)
werden auch mit P — @) bezeichnet und heiflen Produktionen. Die Folgen
werden in der Form m = [P, = @Q4,..., P, = @] mit r € IN geschrieben.
Sie werden Matrizen genannt.

(b) Es sei G = (V, Vr, Xy, M) eine Matrix-Grammatik und F' die Menge der in den
Matrizen auftretenden Produktionen. Die Matrix-Grammatik G ist vom Typ
i (1 =0,1,2,3), monoton, linear, e-frei, kontextfrei, kontextsensitiv, wenn die
Grammatik (Viy, Vr, Xo, F') die entsprechende Eigenschaft besitzt. O

Definition 11.2 Es sei G eine Matrix-Grammatik.
(a) Es seien P,Q € V*. Fiir (P, Q) ist die Relation P =>¢ @ oder kurz P = @)
erfiillt, wenn eine Zahl r € IN und Wérter

ala-"7a7‘+17P17"'7P7‘7Q17"'7Q7‘7R17"'7R7‘7R17"'7RT eV
existieren mit der folgenden Eigenschaft:
(1) o1 = P, Qri1 = Q,
(2) m=[PL = Qu,...,P, = Q] ist eine Matrix von G,

152



11.1. Matrix-Grammatiken 153

(3) oz = R P,R  und o4, = R;Q; R fiir allei = 1,...,7.
(b) =* ist die reflexive transitive Hiille von =.
(c) L(G) = {w € Vj | Xo =* w} heiit die von G erzeugte Sprache. O

Definition 11.3 (a) Mit M bezeichnen wir die Familie der von allen e-freien kon-
textfreien Matrix-Grammatiken erzeugten Sprachen.
(b) Mit M°® bezeichnen wir die Familie der von allen kontextfreien Matrix-
Grammatiken erzeugten Sprachen. [

Nur fiir kontextfreie Matrix-Grammatiken wurde hier eine Bezeichnung der entspre-
chenden Sprachfamilien eingefiihrt. Der Grund dafiir ist, da8 die Erzeugungskapazitit
von Typ-i-Grammatiken fiir 7 # 2 gleich der von Typ-i-Matrix-Grammatiken ist (siehe
Satz 11.12).

Beispiel 11.1 Es sei
G = ({Xo,Xl}, {a, b, C},Xo, {[X() — X()Xl], [X() — aX()b, X1 — CXl], [X() — ab, X1 — C]})

eine Matrix-Grammatik. Die erste Matrix muf in der Ableitung eines Terminalwortes
genau einmal auftreten, und zwar zu Beginn. Wiirde sie wiederholt angewendet, so
wiirden sich mehr Vorkommen von X; als von X in einem Wort befinden, so dafl
schlieBlich nicht alle Nichtterminalsymbole entfernt werden kénnten. Es gilt L(G) =
{a"b"c" | n > 1}. Fiir n =1 oder n = 2 erhalten wir zum Beispiel die Ableitungen

Xo = Xo X1 = abc bzw. Xy = Xy X1 = aXpbcX; = aabbcc. U1
Beispiel 11.2 Es sei

G = ({Xo, X1}, {a,b}, Xo, {[Xo = XoXi],[Xo — aXo, X1 — aXi],
[XO — on,X1 — le], [XO — a,X1 — a], [XO — b, X - b]})

eine Matrix-Grammatik. Die erste Matrix muf in jeder Ableitung genau einmal auf-
treten. Dann steht X fiir die linke und X, fiir die rechte Seite eines zu erzeugenden
Wortes. Im Laufe der Anwendung einer Matrix ergeben sich fiir Xy und X; entweder

jeweils ein neues Symbol a oder jeweils ein neues Symbol b. Wegen der zu Beginn
auftretenden Matrix [ Xy — X¢X;] ergibt sich damit L(G) = {ww | w € {a,b}"}. O

Die Sprachen aus Beispiel 11.1 und Beispiel 11.2 werden von e-freien kontextfreien
Matrix-Grammatiken erzeugt. Sie sind jedoch nicht kontextfrei. Fiir die Sprache aus
Beispiel 11.1 wurde dies in Beispiel 5.7 gezeigt. Andererseits kann jede Grammatik
als eine Matrix-Grammatik aufgefalit werden, indem jede einzelne Produktion als eine
Matrix verstanden wird. Folglich gilt

Lo C M® und £5,° C M,

wobei £5° die Familie der e-freien kontextfreien Sprachen ist.
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AuBler der in Definition 11.2 angegebenen Erzeugung von Sprachen durch Matrix-
Grammatiken ist eine andere Vorgehensweise denkbar. Wir nehmen an, daf§ auf das
Wort P = abX b die Matrix m = [X; — abX,, X2 — b, X; — bX,] angewendet werden
soll. Die Anwendung der ersten Produktion stellt kein Problem dar und liefert

ababX1b.

Die zweite Produktion kann wegen des Fehlens von X, nicht im Sinn von Definition
11.2 angewendet werden. Dies wird jedoch als eine ,, Anwendung® betrachtet, bei der
das Wort nicht veréndert wird. Die dritte Produktion liefert dann

ababbXyb.

Die Anwendung der zweiten Produktion erfolgt hier im sogenannten Vorkommens-
prifungssinn, d.h., es wird getestet, ob die linke Seite der Produktion ein Teilwort
des betrachteten Wortes ist. Ist dies der Fall, wird sie im normalen Sinn angewendet,
anderenfalls wird die Ableitung mit der nichsten Produktion fortgesetzt (wie es im
obigen Beispiel der Fall ist). Diese Ersetzung im Vorkommenspriifungssinn kann man
fiir einige Produktionen zulassen, fiir andere dagegen nicht erlauben. Es sei F' die Men-
ge des Vorkommens aller Produktionen in allen Matrizen. Dann werde eine Teilmenge
Fy C F ausgezeichnet, fiir die die Anwendung im Vorkommenspriifungssinn erlaubt
sein soll. Bei der Anwendung von Produktionen aus F' — F) soll dagegen stets eine
echte Ersetzung stattfinden. Wir bemerken, dafl es méglich ist, dafl eine Produktion
P, — P, aus einer Matrix m in Fj liegt, dieselbe Produktion aus einer anderen Matrix
m’ dagegen nicht. Diese Uberlegungen werden in der folgenden Definition formalisiert.

Definition 11.4 Essei G = (Vy, V, Xy, M) eine Matrix-Grammatik, F' die Gesamt-
heit der Vorkommen aller Produktionen in den Matrizen von M und F; C F.
(a) Die von G und F; abhingige binére Relation =>yp auf V* ist wie folgt definiert:
Fir P,Q € V* gilt P =>yp (), wenn eine Zahl r € IN und Worter

1
ala-"aaT-I—lyPly"'7P1"7Q17'"7QT7R17"'7R1"7R 7"'7RT eV

existieren mit folgenden Eigenschaften:
(1) ox =P, 1 =@,
(2) m=[P = Qy,...,P. — Q] ist eine Matrix von G,
(3) fir alles =1,...,r gilt entweder
(@) o; = R;P,R* und oy = R;Q; R oder
(8) das Vorkommen der Produktion P; — @; liegt in F}, P, ist kein Teilwort
von «;, und es gilt o = a;41.
(b) =>}p ist die reflexive transitive Hiille von =>yp.
(¢) Lyvp(G, F\) ={w € V} | Xo =}p w} heifit die von G mit Vorkommenspriifung
fiir die Produktionen in Fy erzeugte Sprache. [

Fiir eine Matrixgrammatik G folgt unmittelbar aus Definition 11.2 und Definition
11.4 die Gleichung
L(G) = LVP(G7 @)
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Definition 11.5 (a) Mit Myp bezeichnen wir die Familie der von allen e-freien kon-
textfreien Matrix-Grammatiken mit Vorkommenspriifung erzeugten Sprachen.

(b) Mit M¢p bezeichnen wir die Familie der von allen kontextfreien Matrix-
Grammatiken mit Vorkommenspriifung erzeugten Sprachen. [

Aufgrund der Definitionen folgt sofort
MCM CMyp und M C Myp C Mip.

Die Beziehung zwischen M?® und Myp ist nicht bekannt.

Beispiel 11.3 Es sei G = ({X,Y,Z,U, A},{a}, X, M) eine e-freie kontextfreie
Matrix- Grammatik mit

M={m=]Y->UA-UX— ZZ],
mgz[X—>U,Z—>Y],
my=[Z = UY — X],
my=[Y - UZ—UX — 4],
ms=[X - U, A — d]},

und Fi enthalte alle Vorkommen der Produktionen X — U, Y — U, Z — U und
A — U. Das Nichtterminalzeichen U erscheint nie auf der linken Seite einer Produkti-
on, so daB es, einmal eingefiihrt, nicht entfernt werden kann. Die wesentliche Produk-
tion in jeder Matrix ist die letzte. Die anderen Produktionen dienen dazu, bei einem
gerade betrachteten Wort festzustellen, ob es gewisse Nichtterminalzeichen enthilt, bei
deren Anwesenheit die Anwendung der entsprechenden Matrix dazu fiihrt, dal daraus
resultierende weitere Ableitungen niemals zu einem Terminalwort fiihren kénnen. Im
folgenden werden nur diejenigen Ableitungen unter Angabe der zugehdrigen Matrizen
skizziert, die kein U enthalten und somit ein Wort der Sprache Lyp(G, F1) liefern.

24 A
%{ ZZX }%ZZZZ

X< m m YZ | m m, XY 1 m XZZ
:1>ZZ:?>{ZY}:?>YY:?>{YX}:?>XX - AX -
:4>{XA}:4>AA.

Mit X X beginnt eine weitere Iteration der moéglichen Ableitungen, jedoch wird dabei
jede Matrix doppelt so oft angewendet wie zu Beginn. Allgemein liefert X2" fiir n > 0
entweder das Wort A2" oder (in der gegebenen Reihenfolge) die Worter 22" y2'*
X2 Wegen my folgt daher

LVP(G,Fl) = {a2n | n > 0} € Myp. O
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11.2 Zeitvariable Grammatiken

Eine zeitvariable Grammatik ist dadurch gekennzeichnet, dal bei einem Ableitungs-
schritt nicht die ganze Produktionenmenge zur Verfiigung steht, sondern nur jeweils
eine Teilmenge davon. Es hingt von der Zeit, also von der Anzahl der Schritte seit
Beginn der Ableitung ab, ob eine gewisse Produktion benutzt werden darf oder nicht.

Definition 11.6 (a) (G, ¢) heiit zeitvariable Grammatik vom Typ i, i = 0,1,2,3,
wenn G = (Vn, Vr, Xy, F) eine Typ-i-Grammatik und ¢ : IN — PB(F) eine
Abbildung ist.

(b) Fiir P,Q € V* und ji, jo € IN gilt die Relation (P, j;) = (Q, j2), wenn
(1) jo = j1 + 1 erfiillt ist und
(2) Worter Ry, Ry, P',Q)' € V* existieren mit P = RjP'Ry, @ = R1Q'R, und
(PI7QI) € @(]1)
(c) =* ist die reflexive transitive Hiille von =.
(d) L(G,p) = {w € V} | (Xo,1) =" (w,J), j € IN} heifit die von (G, @) erzeugte
Sprache. Eine Sprache L heifit zeitvariabel vom Typ i, + = 0,1,2,3, wenn eine
zeitvariable Grammatik (G, ¢) vom Typ i mit L = L(G, ¢) existiert. [

Eine zeitvariable Sprache ist nicht unbedingt rekursiv aufzédhlbar, da es keinen Al-
gorithmus geben muf}, um die Werte von ¢ zu bestimmen. Schon zeitvariable Gram-
matiken vom Typ 3 erzeugen Sprachen, die nicht rekursiv-aufzdhlbar sind.

Satz 11.1 Jede Sprache ist zeitvariabel vom Typ 3.

Beweis: Wir betrachten das Alphabet V3 = {a4, ..., a,} und eine Sprache L C V. Bei
Wahl von ¢(IN) = {0} erzeugt jede zeitvariable Grammatik die Sprache L = §. Die
leere Menge ist also zeitvariabel vom Typ 3. Im weiteren sei L # (). Da V} abziihlbar ist,
kénnen wir eine unendliche Folge wq, wo, . . . betrachten, die alle Worter von L, ggf. mit
Wiederholungen, enthélt. Diese Folge ist im allgemeinen nicht effektiv konstruierbar.

Weiter gelte u(i) = |w;| fiir alle 4 € IN. Wir betrachten die rechtslineare Grammatik
G = ({Xo, X}, V7, Xo, F) mit

F={Xy— X0, Xo—= X, X 5e}U{X 5 a,X|1<i<n}

Dazu geben wir mit Hilfe der unenendlichen Folge der Worter w; eine Abbildung
¢ : IN— PB(F) in folgender Weise an.

Fiir ¢ € IN bestehe (i) aus genau zwei Produktionen, und zwar aus der Produktion
Xy — X und einer weiteren Produktion, die wie folgt bestimmt wird. Es sei w; =
Chy1 - - - Chu(k) fir £ € IN. Wir setzen so = 0 und s = |wy ... wg| + 2. Fiir alle k € IN
wird

(X0, X) € plss1 +1),
(X, Ckij) € QO(Sk_l +] + 1) fiir alle 1 < j < U(k),
(X,e) € p(sk_1 + u(k) + 2)

gesetzt. Damit ist (7) fiir alle ¢ € IN bestimmt.
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Die Produktion X, — X ld8t sich beliebig oft anwenden, die Anwendung von
Xo — X ist jedoch fiir irgendein sg_; nur im (s;_; + 1)-ten Schritt méglich. In diesem
Fall wird das Wort wy = cg1 ... cruk) € L erzeugt. Speziell fiir s = 0 ergibt sich w;.
Andere Ableitungen, die zu Woértern iiber Vi fithren, sind nicht mdglich. Somit folgt
L=L(G,yp). O

Da ¢ eine beliebige Funktion ¢ : IN — B(F) ist, muB sie nicht berechenbar sein.
Man kann natiirlich die Berechenbarkeit fordern, indem wir annehmen, dal ¢ durch
eine Turingmaschine berechnet wird. Im folgenden werden wir die viel strengere For-
derung der Periodizitéit der Abbildung ¢ stellen.

Definition 11.7 (a) Eine zeitvariable Grammatik (G, @) heiit periodisch zeitvariabel,
wenn ¢ periodisch ist, d.h. ein k € IN existiert, so daB fiir alle j € IN

p(j + k) = o(9)

gilt.

(b) Mit 7° (bzw. T) bezeichnen wir die Familie der Sprachen L(G, ¢), die durch peri-
odisch zeitvariable kontextfreie (bzw. e-freie kontextfreie) Grammatiken erzeugt
werden. Die Sprachen in 7° (bzw. 7) heilen periodisch zeitvariable (e-freie)
kontextfreie Sprachen. [

Beispiel 11.4 Eine periodisch zeitvariable e-freie kontextfreie Grammatik (G, ¢) =
({Xo, X,Y, Z,U}, {a,b,c}, Xy, F) mit der Periode k£ = 3 werde durch

o) ={Xo > XYZ,Z - cZ,Z — c},
0(2)={X 5 aX,X - a,U — b},
0(3)={Y - b)Y - U}

gegeben. Gestartet wird mit Xy — XY Z. Man sieht, dafl X, Y bzw. Z die Terminal-
symbole a, b bzw. c liefern. Um ein Terminalwort zu erzeugen, miissen die Produktionen

X—=a,Y—>U Z—>cundU — b

erst zum Schluf}, und dann in genau dieser Reihenfolge, angewendet werden. Es ergibt
sich die Sprache
L(G,p) = {a™"c" | n > 1}.

U wird dabei eingefiihrt, um z.B. Worter a"t'6"c" (n € IN) zu verhindern. O

Beispiel 11.5 Wir betrachten die periodisch zeitvariable kontextfreie Grammatik
(G, QD) = ({X(), Xl, XQ, Yi, 1/2}, {a, b}, X(), F) mit der Periode £ = 4 und

90(1) = {XO - X1Y17X1 — leyé — 1/2},

@(2) = {Xl — aXl,Xl — bXQ,Xl — E,XQ — aXl,XQ — bXQ,XQ — E},
@(3) = {YI — aYhYI — bif27Y1 — 571/2 — aYh}/Q — bif271/2 — 5}7

@(4) = {.X2 — XQ, Y1 — Yl}
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Gestartet wird mit Xy — X;Y;. X; und X, gehoren zur vorderen Hélfte eines erzeugten
Wortes, Y, und Ys zur hinteren. Wird durch eine Produktion das Symbol a (bzw. b)
erzeugt, so wird gleichzeitig der Index 1 (bzw. 2) dem zusammen mit a (bzw. b)
erzeugten Nichtendsymbol zugeordnet. Wenn in einer Ableitung fiir ein 7 > 0 nach
dem (3 +4j)-ten Schritt, d.h. nach Anwendung einer Produktion aus ¢(3), die Indizes
1 und 2 vorkommen, so bedeutet dies, dal in den beiden Schritten zuvor genau einmal
das Symbol ¢ und genau einmal das Symbol b erzeugt wurde. Dann kommen jedoch
genau die Nichtterminalsymbole X, Y, bzw. X5, Y7 in einem Wort vor, so dal man
nicht ,erfolgreich“ weiterkommt bei einer Anwendung einer Produktion aus ¢(4) bzw.
aus ¢(1). Um ein Terminalwort zu erzeugen, miissen folglich in der vorderen und in der
hinteren Hilfte des Wortes durch ¢(2) und ¢(3) dieselben Terminalsymbole erzeugt
werden. Somit gilt

L(G,¢) ={ww |w € {a,b}*}. O

Die Beispiele 11.4 und 11.5 liefern sofort die Giiltigkeit von
£L5° g T und Lo ;% TE.

Definition 11.8 Es sei (G, ) eine zeitvariable Grammatik mit G = (V, Vi, X, F)
und Fy; C F.
(a) Fiir P,@Q € V* und jy,j» € IN gilt die Relation (P, j;) =vp (Q, j2), wenn
(1) entweder (P, j;) = (Q, j2) erfiillt ist
(2) oder jo = j1 + 1, P = @ gilt und ein Paar (P, Q') € F; N (1) existiert,
wobei P’ kein Teilwort von P ist.
(b) =>}p ist die reflexive transitive Hiille von =>yp.
(¢) Lyp(G,p, F1) = {w € Vi | (Xo,1) =}p (w,5), j € IN} heiit die von (G, ¢)
mit Vorkommensprifung fiir Produktionen in Fy erzeugte Sprache. Mit Tp (bzw.
Tv p) bezeichnen wir die Familie der Sprachen Lyp(G, ¢, F}), die durch periodisch
zeitvariable (e-freie) kontextfreie Grammatiken (G, ) mit Vorkommenspriifung
fiir Produktionen in F) erzeugt werden. Die Sprachen in 7$p (bzw. Typ) heilen
periodisch zeitvariable kontextfreie bzw. periodisch zeitvariable e-freie kontext-
frete Sprachen mit Vorkommensprifung. U

Aus der Definition ergibt sich
TCcT CTsp und T CTyp C Tip.

Da sich zeigen 148t (siehe Satz 11.13), da jede Matrix-Grammatik in eine dquivalente
Matrix-Grammatik umgeformt werden kann, deren Matrizen genau zwei Produktionen
enthalten, bedeuten die Voraussetzungen des folgenden Satzes keine Einschrinkung.

Satz 11.2 Es sei L eine Sprache, die von einer kontextfreien Matrix-Grammatik mit
genau zwei Produktionen in jeder Matrix erzeugt wird. Dann gilt L € T°.
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Beweis: Die Sprache L werde von der Matrix-Grammatik G = (Vy, Vr, X, M) mit
M={[X] - P, X; - P]| X},X; € Vy, [, € V*,i=1,...,u}

erzeugt. Wir konstruieren eine periodisch zeitvariable kontextfreie Grammatik (G', ¢)
mit

L=L(G) = L(G", ).

Es werde
Vi =VyU{Y]|1<i<wund j=1,2}, Vi =Vrund X;= X,
gesetzt, die Produktionenmenge sei durch
F'={X; > PY},Y] 5 Y)Y] 5¢|1<i<uund j=1,2}

(Y} markiert das Vorkommen von X} — P} in der i-ten Matrix) und die periodische
Funktion ¢ mit der Periode 4 + u durch das folgende Schema gegeben:

0(j) ={X} = PjY} |1 <i<u}, fiir j = 1,2,
) ={Y} 5 ¥} |1 <i<wu, i£h}U{YP 5V} firv=2+h h=1,.. 4,
p(v) ={Y} = e|1<i<u} firv=24u+j75=12.

Wir stellen zunéchst fest, da§ jede Produktionenmenge ¢(v), v=2+h, h=1,...,u,
fiir jedes i = 1, ..., u genau eine der Produktionen (Y7, Y7}) oder (Y3, Yy) enthélt. Wird
ein Ableitungsschritt von G gemif der i-ten Matrix simuliert, indem zunéchst aus ¢(1)
die Produktion X? — P{Y} und dann aus ¢(2) die Produktion X} — PiY; angewendet
wird, so gehen daher die nichsten u Ableitungsschritte ohne Anderung des erzeugten
Wortes durch, bis dann durch (2 + u + 1) und ¢(2 + u + 2) die Matrixmarkierer Y}
und Yy entfernt werden. Offenbar gilt damit L(G) C L(G', ¢). Wird dagegen in ¢(1)
die Produktion X? — P!Y} und anschlieBend in ¢(2) die Produktion Xi — P Y} mit
i # i’ gewihlt, so ist keine Produktion aus ¢(2+14) anwendbar, da (Y}, Y}), (Y ,Y)) ¢
©(2+ i) gilt. Es folgt L(G) = L(G',¢). O

Dieser Satz kann mit einigen Anderungen auf den Fall der Vorkommenspriifung
iibertragen werden (siehe [23], Theorem V.4.2, Seite 158), ebenso auch auf den e-freien
Fall.

11.3 Programmierte Grammatiken

In einer programmierten Grammatik sind jeder Produktion f sogenannte ,goto“-Felder
zugeordnet, und zwar eine Teilmenge o(f) der Produktionenmenge als , Erfolgsfeld*
und eine Teilmenge u(f) als , MiBerfolgsfeld“. Dabei ist es nétig, daff die Produktionen
der Grammatik mit Marken versehen werden.

Es sei S ein Alphabet. Eine endliche Menge Lab(S) wird als Menge von Marken
von S bezeichnet, wenn sie fiir jedes s € S mindestens eine Marke enthélt, wobei
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die Mengen der Marken fiir s;,s9 € S, 81 # o, disjunkt sind. Das bedeutet, dafl
jede surjektive Abbildung S’ — S eine Menge von Marken von S liefert. Wir machen
darauf aufmerksam, daf fiir eine Menge S die Menge Lab(S) nicht eindeutig bestimmt
ist. Mit Lab(F) ist in der folgenden Definition jede feste Menge von Marken von F'
gemeint.

Definition 11.9 (G, o, u) heiBt programmierte Grammatik vom Typ i, i = 0,1,2,3,
wenn
(a) G = (Vn, Vr, Xy, F) eine Typ-i-Grammatik ist und
(b) o, u : Lab(F) — P(Lab(F’)) Abbildungen sind. Fiir f € Lab(F) werde o(f) als
Erfolgsfeld und u(f) als Miflerfolgsfeld von f bezeichnet. [

Definition 11.10 Essei (G, 0, u) mit G = (Vy, Vr, Xy, F) eine programmierte Gram-

matik.
(a) Fir P,Q € V* und fi, fo € Lab(F) gilt die Relation

(P7 fl) = (Q7f2)7

wenn Worter Pp, Po, P!, ()’ existieren mit
(1) P:_Pl_PIPQ unszPlQ'PQ,
(2) die Produktion f; : P' — @' in F liegt und
(3) fo € a(fi) gilt.
(b) =* ist die reflexive transitive Hiille von =.
(©) L(G,0) = {w € Vi | (Xo,f) =" (w, ') fir f, /' € Lab(F)} heifit die von
(G, 0, 1) erzeugte Sprache.
(d) Fiir P,Q € V* und fi, fo € Lab(F) gilt die Relation

(P7 fl) =vpP (Q7f2)7

wenn entweder (P, f1) = (Q, f2) gilt oder Worter P', Q' existieren mit
(1) P=@Q,
(2) die Produktion f; : P' — @' in F liegt,
(3) P’ kein Teilwort von P ist und
(4) f2 € u(f1) gilt.

(e) =1p ist die reflexive transitive Hiille von =>yp.

() Lyp(G,0,p) = {w € Vi | (Xo, ) =5ip (w, f') fix f, f' € Lab(F)} heift die
von (G, o, u) mit Vorkommensprifung erzeugte Sprache.

(g) Mit P¢ (bzw. P) bezeichnen wir die Familie der Sprachen, die durch program-
mierte (e-freie) kontextfreie Grammatiken erzeugt werden, mit Pgp (bzw. Pyp)
die Familie der Sprachen, die durch programmierte (-freie) kontextfreie Gram-
matiken mit Vorkommenspriifung erzeugt werden. [

Aus den Definitionen ergibt sich sofort

P CP°CPypund P C Pyp C Prp.
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Satz 11.3 Es gilt £5,° S P und £, G P,

Beweis: Es sei G eine e-freie Typ-2-Grammatik. Mit o(f) = Lab(F) und u(f) =
0 fiir alle f € Lab(F) folgt £5° C P und £, C P°.
Weiter sei (G, o, 1) eine e-freie kontextfreie programmierte Grammatik mit

o %
fi: Xo=XYZ {fo,fs} O
2: X —aX {fs} 0
f3IY —bY {f4} @
farZ —aZ  {fo,fs} O
f5:X —a {f(j} (D
f6:Y —b {f7} (D
fr:Z —a {fi} 0.

Die Produktion mit der Marke f; mufl als erstes angewendet werden. Durch ite-
rierte Anwendung der Produktionen f5, f; und f; in dieser Reihenfolge und ab-
schlieende Anwendung von fs5, fs und f; erhidlt man ein Terminalwort. Es folgt
L(G,0) = Lyp(G,0,u) = {a"b"a™ | n > 1}. L(G, o) ist nach dem Lemma von Bar-
Hillel nicht kontextfrei. Daraus folgen die echten Inklusionen. [l

Beispiel 11.6 Es sei (G, 0, i) eine e-freie kontextfreie programmierte Grammatik mit

o 7
fi: Xo—= XY {fo, fs, fe, fr} O
2 X —aX {f4} 0
fs: X —bX {fs} )
fo:Y —=aY  {fy fa, fo, fr} O
fs: Y oY {fa fs, fe, f1} @
fo:r X —a {fs} )
fri X b {fo} )
fs:Y —a {fi} )
forY —b {fi} 0.

Die Produktion mit der Marke f; fiihrt zu XY . Wihlt man als néchstes die Produktion
f2, so muf} anschlieBend f, angewendet werden, und es wird aXaY erzeugt. Entspre-
chend erhidlt man mit f; gefolgt von f5 das Wort bXbY . Diese Schritte kénnen mit-
einander verwoben iteriert werden und liefern beliebige Worter v XvY mit v € {a, b}*.
Mit fs gefolgt von fg bzw. f; gefolgt von fg konnen so beliebige Worter der Sprache
erzeugt werden. Somit ist L(G,0) = Lyp(G,0,u) = {ww | w € {a,b}*}. O

Beispiel 11.7 Zum Abschluf soll ein Beispiel einer e-freien kontextfreien program-
mierten Grammatik (G, o, ) mit Vorkommenspriifung angegeben werden, ndmlich

o M
fi:Xo—=ZZ {fi} {f fs}
fo: Z =Xy {fe} {f}
f3:Z —a {fs} 0.
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Mégliche Ableitungen geméB (G, o, 1) werden durch die folgende Skizze gegeben.

(Zaa f3
(XOZa f2)
(ZXo, f2)

Von (X Xy, f1) ausgehend kann das Verfahren iteriert werden, wobei sich in jedem Ite-
ratiosschritt eine Verdoppelung der Ableitungsschritte in bezug auf die vorhergehende
Iteration ergibt. Folglich gilt Lyp(G,o,u) = {a®" |n>1}. O

s (27, f3) —> { (“Z’f?’% } —s (aa, f3)
(Xo, f1) = (22, f1)

:(ZZ’f2):>{ }:>(X0X0,f2):>(X0X0,f1)---

Satz 11.4 Es gilt £y = Pip.

Beweis: Wegen der Churchschen These gilt Pjp C £y. Ist ndmlich eine kontextfreie
programmierte Grammatik (G, o, 1) mit Vorkommenspriifung vorgegeben, so erhilt
man einen Algorithmus zur Auflistung der Worter der erzeugten Sprache L wie folgt
(siehe auch Beweis von Satz 7.2). Man betrachtet der Reihe nach fiir £ = 1,2,3,. ..
alle Ableitungen gemi8 (G, o, u) der Linge k. Erzeugt eine solche Ableitung ein Ter-
minalwort, so wird es in die Liste der Worter von L aufgenommen. L ist also rekursiv-
aufzdhlbar und daher nach der Churchschen These vom Typ 0. Alternativ 148t sich
auch eine Typ-0-Grammatik fiir L konstruieren, was wir hier jedoch nicht durchfiihren
wollen.

Es bleibt £y C P{p zu zeigen. Es sei L = L(G) € £y eine beliebige Sprache
mit G = (V, Vr, Xy, F'). Wir miissen eine programmierte kontextfreie Grammatik
G, = (G', 0, 1) angeben, die L erzeugt.

Es sei m > 3 definiert durch m — 1 = card(V) = card(Vy U V). Anstelle von
Wortern iiber V' werden ihre Zahlenkodierungen betrachtet, d.h., es wird eine Bijektion

g:V-o{l...,m-1}
gew#hlt und zu einer Bijektion
g:V* = (INy — {km | k € IN})
durch
g(e) = 0,
glai...an) = gla)m" +...+ g(an_1)m + g(as)

fir allen > 1 und a; € V, 1 < i < n, erweitert. Man beachte, da§ {km | k& € IN} nicht
im Bildbereich von g vorkommt, da 0 in der Menge {1,...,m — 1} fehlt.

Wir geben zunéchst eine Grobskizze des Beweises an. Es sei w € L(G). Dann
existiert eine Ableitung

Xo=Wy=W —=..=W,=w

gemdf G. Die simulierende Ableitung geméf G, arbeitet statt mit Wortern mit deren
Kodierungen nach folgendem Schema:
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X} = #A9(X0)

:

Ag(Rllez) :>* AQ(RI)BQ(P’)CQ(R2)

A

BIF) —=* p9@) mit (P, Q') € F

AIR) BIQ) O9(R2) —x A9(R1Q'R3)

A

#ASRTR) v R /R,

A, B und C sind neue Symbole. Nach dem Eintritt in die Schleife wird in nichtdetermi-
nistischer Weise eine Aufspaltung in drei Teilwérter vorgenommen. Dieser Nichtdeter-
minismus wird dadurch erreicht, daf8 die ,goto“-Felder der programmierten Gramma-
tik mehr als eine Marke enthalten. Nach jeder Iteration hat man auflerdem die Wahl
zwischen Dekodierung und erneuter Aufspaltung.

Die Produktionen von G, werden in Unterprogramme unterteilt, deren Zusammen-
hang durch FluBdiagramme beschrieben wird. Dabei werden folgende Bezeichnungen
eingefiihrt:

(o) — f fiir ein f € Lab(F') eines Unterprogramms gibt die FEintrittsstelle in das
Unterprogramm an.

(8) Das Wort ,exit® in einem , goto“-Feld bedeutet, dafl ins néchste Unterprogramm
gemifl dem entsprechenden Flufidiagramm zu springen ist.

(7) P =*: @ bedeutet, dal das zugehorige Unterprogramm aus einem Wort mit
der Anzahl der Vorkommen der Symbole wie in P ein Wort mit der Anzahl
der Vorkommen der Symbole wie in () erzeugt, wobei Zeichen, die nicht in P
enthalten sind, nicht verdndert werden. Die Ordnung der Symbole ist bei dieser
Betrachtungsweise also irrelevant.

Weiter werde fiir ¢ € INp mit [£] der ganzzahlige Anteil von  und mit rem()

der Divisionsrest bezeichnet, d.h., es gilt

Sfem (@) (] e (2)
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Wir definieren nun das Unterprogramm DIV(A, B). Anstelle von A und B kdnnen
dabei auch andere Nichtendsymbole verwendet werden.

o 7
= d A—-A {d} A{dow}
di A —e {di—l—l} {dm—l—i—l} ,i=2,....,m—1
dm A —>e . {dl} {dgm_l}
dpyi: A = B {dom)} ] =2 .m—1
dom - A5 A {dom}  exit

DIV (A, B) erfiillt fiir alle ; € IN, die Relation A" =*: Alw]prem(3). Dies sehen wir
wie folgt ein. Durch d; wird ein Symbol A in A’ iiberfiihrt. Falls méglich, werden in
den néchsten m — 1 Schritten m — 1 Symbole A durch die Produktionen do bis d,,
geloscht, insgesamt also m Symbole A in ein einziges A’ iiberfiihrt. Dieses Verfahren
wird wiederholt, bis im letzten Durchgang kein A mehr vorhanden ist. Sind zu Beginn
dieser letzten Iteration ¢ = rem (:X) € {1,...,m—1} Vorkommen von A vorhanden, so
ist d;j+1 nicht anwendbar. Das entsprechende Miflerfolgsfeld fiihrt zur Anwendung von
dmyi @ A" = Bt. AnschlieBend werden durch dy,, die A’ in Symbole A umgewandelt.
Gibt es dagegen keinen Rest, ist also ¢ = 0, so fithrt das Miflerfolgsfeld direkt zu do,,.
Ist kein A in dem vorgelegten Wort enthalten, so kommt man gleich zu ,exit“.
Weiter definieren wir das Unterprogramm MULT (A4, B, C):

o
— e: A=A {e} {es}
ea: B - B'C {ey} {es}
€3: B'— B {63} {61}
es: A=A {es} exit

MULT(A4, B,C) erfiillt fiir alle 7,5 € INy die Relation A'‘BY =*: A*BIC%¥. Durch
e; wird ein A in ein A’ iiberfithrt. Dann werden durch wiederholte Anwendung von
eo alle Vorkommen von B in jeweils ein Vorkommen von B'C verwandelt. Die B’
werden anschliefend durch ez in Symbole B zuriickverwandelt. Mit e; beginnt dann
die Wiederholung der vorhergehenden Schritte, bis schlieflich nach ¢ Iterationen i
Symbole A’, j Symbole B und i - j Vorkommen von C vorhanden sind. Durch ey
werden abschlieend die Vorkommen von A’ in Symbole A zuriickverwandelt.
Sehr einfach ist das Unterprogramm ER(A), das durch

o
— fllA—)E {fl} exit

gegeben ist und alle Vorkommen von A 16scht. Das Unterprogramm CH(A) wird durch

o p
= fo:A— A exit exit
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definiert. Das néchste auszufithrende Unterprogramm héngt davon ab, ob A in dem
betrachteten Wort vorkommt oder nicht. Das Unterprogramm G;(A4, B) mit

o p
— fz3: A— AB exit exit

erfiillt fiir alle 7 € IN die Relation A* =>*: A*B. Fiir das Unterprogramm G»(4, B, C)
mit

o u
= fir A =5 AC {fs} exit

fs: A=A {fs} {fe}
f61AI—)AB {f6} exit

gilt A' =*: A'B'C fiir alle i € IN. Das Unterprogramm G3(A4) mit

g u
= fri A=A {fi} {fs}
fg Al — A™ {fg} exit

bewirkt fiir alle i € IVy die Relation A° =*: A™. Weiter ersetzt das Unterprogramm
G4 (A, B ) mit

oW
— fgIA—)B {fg} exit

alle Symbole A durch B. SchlieBlich erfiillt G5 mit

o
— fw:X(’)_)#Ag(Xo) exit @

die Relation X} =* #A49Xo),

Wir kommen zur Definition des Unterprogramms Gg(A, B). Nach Anwendung von
Gs(A, B) soll fiir alle P,Q € V* mit PQ # ¢

AIPQ) —x. 49(P) g9(Q)

gelten. Dabei beachte man, dafl aufgrund der Definition von g fiir alle P,Q € V* die
Beziehung

9(PQ) = g(P)m¥ + ¢(Q)

erfiillt ist. G¢(A, B) ist wie folgt definiert:
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l

G (A7 E)
A9(Pa) ga(Q) pm!?/
@ bereits (anfanglich @ = ¢)
abgespalten 1
{DIv(4, D)
A9(P) pgla) g9(Q) gm!?!
MULT(D, E, B)
" weitere A9(P) p9(a) g9(Q) gm!?! gg(a)yml?!
Abspaltungen — A9(P) p9(a) gml? pg(aQ)
ER(D) ER(E)
A9(P) g9(aQ) gm!<! l
Gs(FE
49(P) Bo(aQ) o (£)

Auf ein Wort A%®) mit R # ¢ wird zunichst G,(4, F) angewandt und liefert
AYB®E. Es kann nun E geloscht werden, so daB keine Abspaltung erfolgt. Anderenfalls
tritt man in die Schleife ein. Setzen wir R = Pa und Q) = ¢, so erfolgt die Abspal-
tung, wie sie oben im Flufldiagramm angegeben ist. Durch die aufeinanderfolgende
Anwendung von ER(D) und ER(FE) wird der Abspaltungsproze§ nichtdeterministisch
beendet.

Das Unterprogramm G7(A, B) soll in umgekehrter Weise wie Gg(A, B) wirken. Es
soll Worter zusammenfiigen, also A9(P) B9(Q) —*: A49(PQ) fijr alle Worter P,Q € V*
liefern. Wir setzen
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CH(?J'E‘ Gs(B, D, E)

nein
MULT(4, E, C) e Q(D)
ja
ER(A)
ER(E) DIV (D, C)
G4(C, A) ER(C)
» G4(B, A) G5 (FE)

Falls keine Symbole B vorhanden sind, ist () = ¢, und G7 wird verlassen, ohne den Ex-
ponenten von A gedndert zu haben. Anderenfalls gilt Q = P'a. Wir erhalten zuniichst

A9(P) g9(@) =>*:G,(B,D,B) AIP)BIQ DI B
Die Schleife liefert im ersten Umlauf
DIDE =*pryp,c) D*FICNIE = igrcy) D'PVE = 165 D'V E™.

Offenbar werden innerhalb von |@| Iterationen alle Symbole D geléscht und gleichzeitig
das Wort E™? erzeugt. AnschlieBend ergibt sich

Ag 9(@) gprml®! s » MULT(AEC A9P) BI@ gt CoPIml® —xp e bRy
Cg PymlQl a(c,a) BID AP le| —*iaa B A9(@)+9(P)mIQ _ Ag(PQ)
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Das Unterprogramm Gy soll #A49%P) mit P € V* im normalen Sinn der Relation
=" in das Wort P iiberfiihren. Gg dient also zur Dekodierung. Gs wird wie folgt
gegeben:

o I

die ersten 2m — 1 Produktionen von DIV(A, B)

dom: A'— A {dom}  {hi}

hi :B —¢ {ns}  {n3}

Kl B e (h} {h2} ,i=2,...,m—1
hl B —¢ 0 {r_}

hf A —A {nr  {n} i=1,...,m-1

h3 :# = #9760 {di} 0 d=1,...,m—1
hi # — g7(h) 0 0 gi=1,...,m—1
B # —e 0 0

Ist urspriinglich P = &£ und wird somit mit dem Wort # in Gy eingesprungen, so
erzeugt die Produktionenfolge di, doy,, hi, h? das Wort €. Dies ist auch der einzige Fall,
in dem Al erfolglos ist und folglich A} angewendet wird. Anderenfalls ist P # ¢, und
wir kénnen annehmen, daf wir mit einem Wort #QA9F%) mit P = RaQ, a € V und
R,Q € V*, bei der Produktion d; beginnen. Beim Eintritt in Gy ist () = . Allgemein
erhalten wir

#QAIR) —p* DIVAB #QAg :> Rl e
=" 1, #QAg #QAg =n2, #QAIR

( )+1

Fir g(R) = 0 endet die Dekodierung mit #¢Q =>nt, a@. Fiir g(R) # 0 wird durch
#QAIP) =n3, #aQAg ) das Symbol a von g(Ra) dekodiert und ein erneuter Schlei-
fendurchlauf begonnen und zwar mit dem Wort R = Rb fiirein b € V.

Das Unterprogramm Gy nimmt die Ersetzung BYF) =*: B9(@) fiir eine beliebige
Produktion P — () aus F' vor. Es sei

u=max{g(P) | (P,Q) € F},

und die Produktionen in F seien mit den Marken ¢1, .. .,t, bezeichnet. Die rechte Seite
der Produktion mit der Marke t]l, j=1,...,v, sei durch das Wort @); gegeben, und
die (ggf. leere) Menge von Marken der Produktionen aus F, deren linke Seite gleich
g '(%),i=1,...,u, ist, heile T(). Dann definieren wir Gy durch

o 7
ti : D — B9(@)  exit 0 j=1,...,v
— t§ :B—D {t2} 0
t? :B—e {tz+1} TGE-1) ,i=2,...,u
ti+1 B —e¢ T(u).

Da die linken Seiten aller Produktionen in F' nichtleer sind, ist die Anwendung von
t? immer erfolgreich. AnschlieBend 18schen die ¢? die Symbole B, wobei ihre Anzahl
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j durch das MiBerfolgsfeld T'(j) der Produktion #3,, gemerkt wird. Dann wird durch
t; € T(j) eine der Produktionen P; — Q; mit g(P;) = j simuliert.

Schliellich kann die gesuchte programmierte kontextfreie Grammatik G, angegeben
werden. Durch das FluBdiagramm sind implizit die Nichtendsymbole und die Marken
definiert. X ist das Anfangssymbol.

i

Gs

# AP

Gs(A,C)

Y

# AIR) C9(Rz)
nichtdeterministisch, P = RR,

GG(A7 B)

# AR B9(P) 09(Re)
nichtdeterministisch, P = R{P'Ry

Y

Gy

# A9(R1) B9(Q') C9(Rz)
mit (P',Q') € F

G7(A7 B)

# AI(F1 Q") 9(R2)

G7(A7 C)

#AIF1Q'Ra) — o A9(P1)

Gs

Begonnen wird mit dem Schritt X} =>¢, #49F). Allgemein tritt man in die Schleife
mit #A49F) ein, wobei Xy =% P gilt. Danach werden die Ersetzungen so durch-
gefiihrt, wie es im FluBdiagramm angegeben ist. Wir erhalten also X} ==*: #A9(F1),
wobei Xy =¢, P erfiillt ist. Bei einer ,erfolgreichen“ Ableitung wird im Falle P, € V7
der Ableitungsprozess durch #A49F) =%, : P, beendet, fiir P, ¢ V;+ wird die Schleife
erneut durchlaufen.

Offensichtlich erhalten wir L(G) = Lyp(G,). O
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Satz 11.5 Fiir alle L € &£y existieren ein Homomorphismus A und eine Sprache L; €
Pyvp mit h(Ll) = L.

Beweis: Es sei L € £y eine Sprache iiber dem Alphabet V. Dann existiert nach Satz
11.4 eine kontextfreie programmierte Grammatik (G, o, ) mit L = Lyp(G, 0, p).

Aus (G, 0, 1) konstruieren wir eine e-freie kontextfreie programmierte Grammatik
(G1,0, 1), indem wir ein neues Terminalzeichen c¢ einfithren und Produktionen X — ¢
in G durch X — c¢ in G; ersetzen. Mit der Definition eines Homomorphismus A :
(Vr U{c}H)* — V} mit

h(c) = € und h(a) = a fiir alle a € Vi
folgt offensichtlich L = h(Lyp(G1,0,u)). O

Satz 11.6 Es gilt M® C P° und M5p C Pip.

Beweis: Es sei G = (Viy, Vi, Xo, M) eine kontextfreie Matrix-Grammatik, F' die Menge
aller Produktionen von G entsprechend ihrem jeweiligen Auftreten in den Matrizen von
M und F; C F'. Dann geniigt es zu zeigen, dafl eine kontextfreie programmierte Gram-
matik (G, 0, ) existiert mit Lyp(G, F1) = Lyp(G1, 0, 1), wobei der Wertebereich von
u leer sein muf, falls Fy leer ist. Wir setzen

Vi ={X),Y} und Fy = {X} = X,V,Y — ¢},

wobei die Produktionen von F5 durch sich selbst markiert seien. Die Produktionen von
M seien so markiert, dafl jedes Auftreten einer Produktion in einer Matrix eine eigene
Marke erhilt. Wir definieren die Grammatik G; = (Vy U V4, Vi, X, F' U F), wobei
Lab(F U Fy) durch die eben angegebenen Marken bestimmt sei. Mit H C Lab(F U F5)
bezeichnen wir die Menge der Marken der jeweils ersten Produktion der Matrizen von
G. Es sei

[fi: X1 =P, fo: Xy = B

eine beliebige Matrix von M, wobei die zugehoérigen Marken bereits mit notiert sind.
Dann werden die Abbildungen ¢ und u wie folgt definiert.

j<n: o(fy) ={fin}
pfy) = { Uik iiﬂit(,Xj,Pj) =

j=n: o(fy)=HUEF,,

(g ={ P s BB € 53
| [ H,  falls f = (X}, XoY)
rerson ={ ety
u(f) =0.
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Offenbar ist der Wertebereich von p leer, falls F; = () gilt.

Der erste Ableitungsschritt wird durch die Produktion X§j — XY gegeben. Dann
wird die Ableitung mit der ersten Produktion einer Matrix fortgesetzt. Das Sym-
bol Y sorgt dafiir, dal der vollstindige Durchlauf einer Matrix simuliert wird, bevor
gegebenenfalls ein Terminalwort erzeugt werden kann. Nach Anwendung der letzten
Produktion einer Matrix kann wieder die erste Produktion einer anderen Matrix oder
Y — ¢ angewendet werden. Im letzteren Fall wird Y gel6scht, man erhélt ein Wort P
mit Xo =& P, und wegen (Y —¢) =Y — ¢ und pu(Y — ) = 0 ist die Ableitung
zu Ende. Jedes Wort P mit Xy, =, P kann so erzeugt werden. Wir erhalten somit
Lyp(G, F1) = Lyp(Gi1,0,p). O

Der Beweis fir M C P und Myp C Pyp verlduft sehr dhnlich. Er kann in [23],
Theorem V.5.3, Seite 171, nachgelesen werden.

11.4 Gesteuerte Sprachen

Bei gesteuerten Sprachen werden die zugehorigen Ableitungen durch Sprachen iiber
dem Alphabet der Marken der Produktionen der zugehtrigen Grammatik gesteuert.

Definition 11.11 (a) Essei G = (V, Vi, Xo, F') eine Grammatik, Lab(F') eine Men-
ge von Marken fiir F', F; C Lab(F'), D eine Ableitung in G und U € (Lab(F))*.
U heifit Steverwort von D, wenn eine der folgenden Bedingungen gilt.
(1) Es existieren Worter P, @, P',@)', Ry, Ry, so da D die Ableitung P = )
ist, P = R P'Ry, und Q = R,Q)’ R, gelten und die Produktion P’ — @' aus
F mit U = f € Lab(F') markiert ist.
(2) Es existieren Worter P, P!, @), so dal D die aus P allein bestehende Ablei-
tung ist und entweder U = ¢ gilt oder anderenfalls U = f € F} ist, wobei
P’ — @' mit f markiert ist, P’ jedoch kein Teilwort von P ist.
(3) Es existieren Worter P, Q, R, Uy, Uy, so dal D die Ableitung P =* ) ="
R ist und U = U U, gilt, wobei U; ein Steuerwort von P =—* () und Us
ein Steuerwort von () =>* R ist.
(b) Fiir C C (Lab(F))* heifit

Lyp(G,C,F) ={w e V; | D: Xg =>}p w,U € C ist ein Steuerwort von D}

die von G mit Steuersprache C und mit Vorkommensprifung fir Produktionen

win Fy erzeugte Sprache.
(c) Fiir C C (Lab(F))* und F; = () heifit

L(G,C)={w e Vy | D: Xo="w,U € C ist ein Steuerwort von D}
die von G mit Steuersprache C erzeugte Sprache. [

Definition 11.12 (a) Eine Sprache L heifit Sprache vom Typ (i,j,1), wenn L =
Lyp(G,C, Fy) gilt, wobei G eine Typ-i-Grammatik und C eine Typ-j-Sprache
ist.
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(b) Eine Sprache L heiit Sprache vom Typ (i,7,0), wenn L = L(G, C) gilt, wobei G
eine Typ-i-Grammatik G und C' eine Typ-j-Sprache ist.

(c) Die Familien der Sprachen vom Typ (i,7,k), 1,7 =0,1,2,3, k = 0,1, werden mit
£L(%, j, k) bezeichnet.
e-freie kontextfreie Grammatiken bzw. Sprachen werden kurz Typ(2 — ¢)-
Grammatiken bzw. -Sprachen genannt. In diesem Sinn gibt es auch Sprachen
vom Typ (2—¢,j5,k). O

Beispiel 11.8 Dieses Beispiel soll den Begriff des Steuerwortes verdeutlichen. Es sei
G = ({X,Y},{a,b}, X, F) eine Grammatik. F' und Lab(F’) seien durch

fi: X=X, fo:X—>2X fs:X—>adY, f1:Y —>a, f:X—>Y.

gegeben. Fiir F; = {fs, f5} soll die Vorkommenspriifung durchgefiihrt werden. Steu-
erworter fiir Ableitungen X =>* aab sind dann

fafas  fafafes  Fifsfofs, fRfafafsfafe.

Keine Steuerworter solcher Ableitungen sind hingegen

fsfi, fhfsfafs, fifa O

Beispiel 11.9 Es sei G = ({Xy, X,Y, Z}, {a,b,c}, Xo, F) eine Grammatik. F' und
Lab(F') und damit auch G seien durch

fi: Xo—=XYZ, fo: X —>aX, f3:Y b, f1:7Z—cZ,
f5: X —a, fe: Y =0, f1:Z—>c

gegeben. Weiter sei F; = (), und die Sprache C werde durch den regulidren Ausdruck
fi(faf3f1)* fs fe fr bestimmt. Offensichtlich gilt

L(G,C) ={a™"c" | n>1} € £(2-¢,3,0). O

Beispiel 11.10 Die Grammatik G = ({X,, Y, Z}, {a}, Xo, F') werde durch
f1 :X0—>ZZ,f2:Z—)Xo,f3:X0—>a,f4:X0—>Y,f5:Z—)Y

definiert. Weiter gelte Fi = {f4, fs} und C = (f} fafs f5)*f5. Im ,Erfolgsfall“ fithren
f1 und f5 das Symbol Y ein, das auf keiner rechten Seite einer Produktion auftritt
und daher nicht mehr entfernt werden kann. Somit diirfen beide Produktionen nur im
Vorkommenspriifungssinn angewendet werden, um eventuell spiter ein Terminalwort
erzeugen zu koénnen. f; sorgt dafiir, dafl zunéichst durch f; jedes Xy durch ZZ ersetzt
wird. Wegen f; miissen anschlieend durch f; alle Z wieder in Symbole X, zuriick-
verwandelt werden. Die iterierte Anwendung von f} f4 f3 f5 liefert offenbar X2" fiir alle
n € INy. Durch f5 werden die Symbole X, jeweils durch a ersetzt. Wir erhalten somit

LVP(G,C, Fl) = {a2n | n > 0} S 08(2 —€,3, 1) [l
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Definition 11.13 Wir setzen

R=L(2-¢,3,0), RE = L(2,3,0), Ryp = £(2—¢,3,1) und REp = £(2,3,1). O

Satz 11.7 Eine Sprache L werde von einer Matrix-, periodisch zeitvariablen oder
programmierten Grammatik vom Typ i (i = 3,2 — ¢,2,1,0) (mit Vorkommensprii-
fung) erzeugt. Dann folgt

Le £(i,3,0) (LeL33,1)).

Beweis: Es sei zunéchst G = (Vy, Vi, Xy, M) eine Matrix-Grammatik. Dabei sei F' die
Menge der Vorkommen von Produktionen in M und F| C F'. Jedem Vorkommen einer
Produktion in M sei eine eigene Marke zugeordnet, und Lab(F’) sei die Menge dieser
Marken. F' und Lab(F) sind einander bijektiv zugeordnet. F{ C Lab(F') enthalte alle
Marken der Produktionen in Fj. Fiir jede Matrix

mi=[fl: Pl Q... fl P> QLeEM, i=1,...,u,

wird ein Steuerwort . .
5= i fi, € (Lab(F))"
definiert. Bei u Matrizen sind sy,...,s, alle Worter dieser Art. Wir definieren die

regulére Steuersprache
C=(s1U...Us,)"

und
Gy = (Vn, Vr, X, F).

Ersichtlich ist
LVP(G7 Fl) = LVP(G17 C7 Fll)

Da F| = () aus F; = () folgt, ist die Behauptung fiir Matrix-Grammatiken bewiesen.

Weiter sei (G, ¢) eine periodisch zeitvariable Grammatik mit G = (Viy, V7, Xy, F),
der Periode k£ und F; C F. Wir betrachten ¢(j) C F fiir j = 1,...,k. Der Menge der
Vorkommen der Produktionen in allen ¢(j) werde bijektiv eine Menge Lab(F') von
zugehorigen Marken zugeordnet.

Es sei F] C Lab(F') die Menge der Marken der Produktionen in Fj. Mit K; fiir
j = 1,...,k bezeichnen wir die Menge der Marken der Produktionen in ¢(j). Wir
definieren die reguldre Steuersprache

C = (K1 .. Kk)*({s} U K1 U K1K2 u...u K1K2 .. -Kk—l)-

Der hintere Teil der Steuersprache ist erforderlich, da eine Ableitung gemif (G, ¢)
nach Anwendung einer Produktion aus einem beliebigen ¢(j), j = 1,...,k, zu einem
Terminalwort fithren kann, die Periode also nicht vollstindig ausgefiihrt werden mus8.
Wir erkennen, dafl

LVP(G, @D, Fl) = LVP(G17 C, Fll)
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gilt, wobei wieder F] leer ist, falls F; leer ist.

Schliefllich sei (G, o, 1) eine programmierte Grammatik mit G = (Vy, Vi, X, F),
Lab(F) ={fi,..., fn} und den Abbildungen o, u : Lab(F') — P(Lab(F)). Es gelte f; :
P; — @Q; fiir j =1,...,n. Zunichst wird eine dquivalente programmierte Grammatik
(G17 01, )ul) mit

Gi=(VnU{Y}LVr Xo,{f;: P> Qi lj=1,...,n}
U{gj: P = oY) |j=1,...,n})

definiert, wobei

BYr, falls G vom Typ 1 und P; = 8Xv,Q; = Bdy
o;(Y) =
Y sonst

gilt. Mit S = {f1,..., fu, 91, -, 9n} bezeichnen wir die Menge der Marken von G.
Wir definieren o1, p; : S — PB(S) durch

m(f;) =o01(g;) =
ol(fj) =0 (f])U{ | fu € o(f;)} und
p1(g;5) = p(f;) U{gu | fu € N(f )}
fiir j =1,...,n. Wir zeigen

Lyp(G,0,p) = Lyp(G1, 01, th)-

Wir werden uns zunéchst iiberlegen, dafl die erfolgreiche Anwendung einer Produkti-
on mit der Marke f; geméB (G, o, 1) dquivalent ist zu der erfolgreichen Anwendung
derselben Produktion mit derselben Marke f; gemi8 (Gi, 01, u1). AuBerdem ist die
Anwendung einer Produktion mit der Marke f; gemi8 (G, o, ) im Vorkommensprii-
fungssinn zur Anwendung der Produktion mit der Marke g; gemif (G1,0q, 1) im
Vorkommenspriifungssinn dquivalent. Es sei ndmlich P das nach einer erfolgreichen
Anwendung einer Produktion mit der Marke f, gemif (Gi,01, 1) erzeugte Wort.
Dann wird mit einer Produktion mit einer Marke h € o1(f,) fortgefahren.

() Fiir h = f; € o(f,) gilt: Falls P; ein Teilwort von P ist, dann kann die Produktion
mit der Marke f; wie in (G, o, ) erfolgreich angewendet werden. Die néichste
Produktion wird dann gemé8 o;(f;) gewéhlt. Ist P; jedoch kein Teilwort von P,
so stoppt die Ableitung wegen p;(f;) =0

(B) Fiir h = g; mit f; € o(f,) gilt: Falls P; ein Teilwort von P ist, dann wird das
Nichtterminalzeichen Y eingefiihrt, und die Ableitung stoppt wegen o1(g;) = 0.
Anderenfalls erfolgt eine Anwendung von g; im Vorkommenspriifungssinn, und
die Ableitung wird mit f; oder g;; aus pi(g;) fiir f; € u(f;) fortgesetzt und
dadurch die Anwendung von f; gemif (G, o, p) im Vorkommenspriifungssinn
simuliert.

Dieselben Uberlegungen gelten nach einer Anwendung von ¢, im Vorkommensprii-
fungssinn. In («) und (8) mufl nur o(f,) durch u(f,) ersetzt werden.



11.4. Gesteuerte Sprachen 175

Als ein Beispiel betrachten wir die Ableitung mit dem Steuerwort f,f;f;; geméifl
(G,o0,p) mit f; € o(fu), fi € p(f;). Diese wird durch die Ableitung mit dem Steu-
erwort f,g;fi mit g; € o1(fu), fir € p(f;) C wi(g;) in (Gh, 01, ) simuliert, falls die
Produktion mit der Marke f; in (G, o, u) erfolgreich angewendet werden kann (siehe
auch Beispiel 11.11) . Anderenfalls wird die Ableitung mit dem Steuerwort f,g;g; mit
gi» € p1(g;) in (G4, 01, 1) durchgefiihrt.

Die Grammatiken G und G, sind offenbar von demselben Typ 7. Falls der Wer-
tebereich von p leer ist, gilt dies auch fiir den Wertebereich von p. Aufgrund der
vorstehenden Uberlegungen sind die beiden programmierten Grammatiken dquivalent.

Weiter wird eine binére Relation R auf S = {f1,..., fu, 91, .-, gn} durch

aRp < g € o1(a) U i ()
definiert und die Steuersprache C iiber S durch
C={ar...0m |m>2,a;€Sfiri=1,...,myajRa;; firj=1,..., m—1}US

gegeben. Nach Satz 10.8 ist C reguldr. Wir haben zuvor gesehen, dafl die Produktionen
g1,---,9n in der programmierten Grammatik G; nur im Vorkommenspriifungssinn
angewendet werden diirfen, wenn sie nicht das Symbol Y einfiihren und die Ableitung
beenden sollen. Aufgrund der Definition der Relation R ist klar, dafl sich dasselbe
Verhalten auch mit der Steuersprache C' ergibt und somit

LVP(Gh 01, ,u1) = LVP(Gh C, {917 .- 7971})

gilt, wobei {gi, ..., gn} durch @ zu ersetzen ist, falls der Wertebereich von p und somit
der von p; leer ist. Insgesamt folgt also

LVP(G7 g, ,LL) = LVP(Gh C7 {917 e 7gn}) O

Beispiel 11.11 Es sei (G, 0, ) mit

o M
fii Xo—=ZZ {fi} {fe, f3}
fo: Z =Xy {fe} {f}
f3IZ — a {f3} @

die e-freie kontextfreie programmierte Grammatik aus Beispiel 11.7. Geméifl dem Be-
weis von Satz 11.7 ergibt sich die folgende fquivalente Grammatik (Gy, o1, p1) :

01 21
fi: Xo—=2ZZ {fi,01} )
forZ = Xo  {fa2 92} )
f3IZ —a {f37g3} @
g1: Xg—=Y 0 {f2, f3, 92, 93}
ge: 4 =Y 0 {fi o}
gs: Z =Y 1] .
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Um zum Beispiel a? bzw. a* abzuleiten, werden die folgenden Steuerwdrter verwendet:
| fiir a® | fiir o*

VP VP VP VP
fl fl f3f3 fl fl f2f2 f2 flfl fl f3f3f3f3
FLG Fsfs | FL 01 fofa G fufy O1 fafsfafs. O

in (G, 0, n)
in (G1,017,U1)

Satz 11.8 Fiir 4, j, j; € {0,1,2,3} und k € {0,1} gilt:
(a) &£(4,4,0) C £(3,4,1),
(b) &£ C £(4,5,k),
c) L£(i, 7, k) C L(i, 1, k) fiir j > j1 und
(d) &£ C &£(i,4,k) bzw. £7° C £(2 —¢,5,k), wobei £7° die Familie der e-freien
Sprachen aus <£; bezeichne.

Beweis: (a) Nach Definition 11.11 gilt L(G,C) = Lyp(G, C, D).
(b) Offensichtlich gilt L(G) = Lyp(G, (Lab(F))*,?). Dabei ist (Lab(F))* € L3 C
Lo C L C OEO.
(c) Fir j > jy gilt C € &£; C &£;,, woraus die Aussage (c) folgt.
(d) Es sei C € £; eine Sprache iiber {fi,..., fn} und G eine Grammatik mit den
markierten Produktionen

foZX(I)—)Xo,

go: X —e,

fu: Xo— Xofy firu=1,...,n,
gu: Xo = fu firu=1,...,n

und dem Anfangssymbol X|. G ist von allen Typen 0, 1, 2 und 3. Nach Abschnitt
9.4 gilt auch sp(C) € £;. Mit der e-freien reguléren Substitution o(f,) = {fu, gu}
fiir u = 1,...,n definieren wir die Sprache

C'=a(sp(C)) N ({f1s---, fa} {91, -, 9a} U {e}),

die nach Satz 10.13 ein Element von £; ist. Aufgrund von Satz 10.1 folgt
{fo,90}C" € £;. Offensichtlich erhalten wir C = L(G, { fy, 90}C") € £(3,7,0).
Eine e-freie Typ-2-Grammatik G5 ergibt sich aus G durch Weglassen von f; und
90, und aus C' € £7° folgt dann C = L(G2,C’") € £(2—¢,5,k). O

Nur fiir &£y C £(1,0,k) und £;° C £(2 —¢,5,k) ist eine wie oben angegebene
Grammatik erforderlich. Anderenfalls reicht fiir C' € £; auch eine Typ-3-Grammatik
G mit den Produktionen

fu: Xo = Xof, firu=1,...,nund
fn—l—l:XO_)E-

Dann folgt C = L(G, sp(C) fnt1) € £(3,74,0).

Satz 11.9 Es gilt £(0,3,1) = L.
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Beweis: Nach Satz 11.8 gilt £y C £(0,3,1). Da jedoch alle &£(i, j, k) rekursiv aufzihl-
bar sind, folgt mit der Churchschen These auch die umgekehrte Inklusion. [l

Satz 11.10 Es gilt £(1,3,1) = ;.

Beweis: Nach Satz 11.8 gilt &£1 C £(1, 3, 1), weshalb es reicht, die umgekehrte Inklusion
zu zeigen. Es sei also L = Lyp(G,C, F}) € £(1,3,1), wobei G = (Vy, V, Xy, F') eine
Typ-1-Grammatik ist, C' reguldr ist und F; C Lab(F) gilt. Fiir die Produktionen
mit Marken aus F; wird die Ersetzung im Vorkommenspriifungssinn durchgefiihrt. Im
ersten Schritt des Beweises wird die Vorkommenspriifung und im zweiten Schritt die
Steuersprache entfernt.

Falls f : Xy — € in F enthalten ist, so wird f in Ableitungen von nichtleeren
Wértern nur im Vorkommenspriifungssinn angewendet. Folglich kann f durch die Pro-
duktion f': Xy — Y mit einem neuen Nichtterminalzeichen Y ersetzt werden, ohne
dadurch die Menge der erzeugten nichttleeren Wérter von L zu beeinflussen. Auf die-
se Weise wird also L — € erzeugt. Unabhéngig davon, ob nun ¢ € L gilt oder nicht,
ist L kontextsensitiv, wenn auch L — ¢ kontextsensitiv ist. Folglich kénnen wir ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit (Xy,e) ¢ F annehmen. Zusétzlich bemerken wir, daf
man durch Betrachtung von C herausfinden kann, ob € € L gilt, da dann ein Wort
91 9kfgka1---gnmit g1,...,9, € F1, k > 0 und n > k in C enthalten sein mu8.

Zur Entfernung der Vorkommenspriifung werden eine monotone Grammatik G,
und eine regulére Kontrollsprache C; mit

L(Gy,C,) = {bwb | w € Lyp(G, C, F})}

definiert, wobei b ein neues Terminalzeichen ist. Wir setzen Gy = (Vy, Vz U{b}, Y, F')
mit
V](,v =VyU {Y(),B}U{[oz,f] | aeVyUVp, fe Fl}.
Die Produktionenmenge F’ enthalte
(a) alle Produktionen aus F', die wie zuvor markiert sind,
(b) die beiden Produktionen ¢, : Yy = BXoB und g : B — b und
(c) fiir jedes f € F; die drei unten definierten Produktionenmengen A¢, E¢ und By,
wobei alle Produktionen aus A¢, Ef und By als ihre eigenen Marken aufgefaft
werden. Damit ist auch Lab(F)) fiir G; vollstéindig angegeben.
Fiir eine beliebige Marke f € F; mit der zugehorigen Produktion f : P — () besteht
die Menge A aus den Produktionen

[Cl,f],@ - a[ﬂ?f]? |P|:17 CV,,BEVNUVT,CV#P,
o, f18P" = alB, fIP', |P|>1, o, € (VyUVr), P'e(VyUVr)'{e, B},
laBP'| < |P|, aBP' kein Priifix von P,

die Menge E¢ aus den Produktionen

a, f]B — aB, a€VyUVr,a# P,
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und schliefilich die Menge B¢ aus den Produktionen
Ba — Bla, f], a€VyUVr.

Damit ist die Grammatik G definiert. Die neu eingefiihrten Produktionen sind mo-
noton. Da G vom Typ 1 ist, ist G; monoton. Wir definieren eine regulére Substitution
o auf Lab(F') durch

(f) = f, falls f € Lab(F) — Fy,
OVIT\ FUBsALE;, falls f € F,

und es werde C; = g,0(C)g3 gesetzt. Dann ist C; offenbar regulir, und es gilt
L(Gy,Cy) = {bwb | w € Lyp(G,C, F})},

was wir wie folgt einsehen.

Zunéchst wird durch g, das Wort BXyB mit den beiden Begrenzungszeichen B
abgeleitet. Es sei nun allgemein ein Wort BRB mit Xy, =}, R gemifl G gegeben.
Soll eine Produktion f € Lab(F') — F; simuliert werden, so wird sie wie in G ab-
gearbeitet und liefert, abgesehen von den Begrenzungszeichen, dasselbe Wort wie in
G. Eine Produktion f : P — @) in F}, die in G im normalen Sinn angewendet wer-
den kann, kann auf dieselbe Weise auch gemifl G; angewendet werden. Ein Versuch,
fiir sie eine Vorkommenspriifungsanwendung durch By A}E; zu simulieren, scheitert,
da fiir P = z;...2,, 7 > 1 und z, € Vy U Vp fiir p = 1,...,7, nach anfingli-
cher Anwendung von B (Einfiihrung eines Nichtterminalzeichens [«, f]) und einigen
eventuellen Anwendungen von Ay (Verschiebung von [—, f] nach rechts) ein Wort
B...[z1, flz2...2, ... B entsteht, fiir das weder eine weitere Anwendung von A noch
eine von F; moglich ist. Ist dagegen P kein Teilwort von R, so riickt nach einigen
Rechtsbewegungen [—, f] ganz an den rechten Rand B heran. Mit einer Produktion
aus E; wird die Klammerung entfernt, und man erhélt dasselbe Wort wie vor Anwen-
dung von By. In Beispiel 11.12 betrachten wir dazu einige mogliche Félle. Insgesamt
wird so genau ein Schritt R =>yp R’ simuliert. Am Ende werden durch g, die Zeichen
B durch die Terminalsymbole b ersetzt.

Zur Entfernung der Steuersprache wird eine monotone Grammatik Gy mit

L(Gs) = {bbwd | w € Lyp(G,C, F1)}.

angegeben. Wenn die Konstruktion einer solchen monotonen Grammatik durchgefiihrt
ist, wird eine 4-lineare Loschung h auf Vi U {b} bzgl. L(G2) gemiB

h(b) =¢, h(a)=a firallea € Vr

definiert. Da |w| < 4 - |h(w)] fiir alle w € L(G9) gilt, handelt es sich tatséchlich um
eine 4-lineare Loschung. Satz 9.6 liefert dann

h(L(Gy)) = Lyp(G,C, F) = L € £1.
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Es werde G = (Vi USU{Zy}, V7 U{b}, Zy, F3) gesetzt, wobei S und F; noch anzugeben
sind. Wir betrachten die Steuersprache C; = g16(C)g2 von G1. Da C; regulir ist, wird
C) von einem endlichen erkennenden Automaten (S, V1,4, so, S1) akzeptiert, wobei V}
die Menge der Marken von G ist. Wir definieren

Fo={sP —6(s,f)Q|s€ S, f: P — Q Produktion von G}
U{sa = as,as = sa| s € S,a € ViU Vr}
U{sb = bb| s € Si}U{Zy = sYo}-

Da (G; monoton ist, ist es auch G5. Die Produktion Zy — s¢Y; wird zu Beginn angewen-
det. Die Produktionen der ersten Menge der Vereinigung sorgen dafiir, da nur Pro-
duktionen aus G| entsprechend dem Kontrollwort aus G; angewendet werden kénnen.
Um an einer passenden Stelle die Ableitung wie in G fortsetzen zu kénnen, sind die
Produktionen der zweiten Menge der Vereinigung nétig. Die Produktionen sb — bb
mit s € 5 16schen das Zustandssymbol, wobei zu beachten ist, dafl zuerst das rechte
B durch b ersetzt wird und dann das Zustandssymbol vor dem linken B stehen mugf,
bevor dieses durch b ersetzt und schlielich eine Produktion sb — bb angewendet wird.
Offenbar erhalten wir

L(Gs) = {bbwd | w € Lyp(G,C, F)}. O

Beispiel 11.12 Wir wollen die Konstruktion im Beweis von Satz 11.10 verdeutlichen.
Es sei Vi = {a,c,d,e, f}. Wir betrachten eine Produktion f : cdd — @ von G mit
Q € V*, wobei f € F gilt, die gemifl G; zu bearbeiten ist. Es sei cdd ein Teilwort des
vorgelegten Wortes R = BaccddeB. Eine Anwendung von f auf R im iiblichen Sinn
ist ohne weiteres moglich, bei einer Anwendung im Vorkommenspriifungssinn erhalten
wir

Baccdde B =, Bla, flccddeB = 4, Balc, flcddeB = 4; Baclc, f|ddeB.

An dieser Stelle stoppt der Ableitungsproze8, da weder Produktionen aus Ay noch aus
E; anwendbar sind. Fiir f € F; mit f : e = ) und demselben Wort R erhélt man
zunéchst die entsprechende Ableitung und dann weiter

Bac[c, flddeB = 4, Baccld, fldeB =4, Baccd[d, fleB =4, Bacceddle, f]B.

Danach stoppt die Ableitung. Gehen wir jedoch von einer Produktion f : cad — @
mit f € F; aus, so kénnen wir noch einen Schritt

Baccddle, f|B =, BaccddeB

durchfiithren, und die Ersetzung im Vorkommenspriifungssinn ist erfolgreich simuliert.
Eine Produktion f : ddee — () wird im Vorkommenspriifungssinn durch

BaccddeB = p, Bla, flccddeB =, Baccddle, f|B =5, BaccddeB

simuliert. Im mittleren Ableitungsteil muf} dabei die Produktion [d, fldeB — d[d, f]eB
verwendet werden. [l
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Satz 11.11 Es gilt £(3,3,1) = L.

Beweis: Wegen Satz 11.8 gilt o£35 C £(3, 3, 1), so dal nur noch die umgekehrte Inklusion
gezeigt werden muf. Es sei also L = Lyp(G,C, F) € £(3,3,1) mit der links-linearen
Grammatik G = (Vy, Vi, Xo, F'), der reguléiren Sprache C und der Menge F; C Lab(F)
von Marken gegeben. Wir konstruieren einen endlichen Ubersetzungsautomaten U mit
L = sp(U(C)). Nach Satz 10.9(b) und Satz 4.2 folgt dann L € £;.

Die Zusténde von U werden durch die Menge Vy U {e} gegeben, dabei sei {e}
die Endzustandsmenge und X, der Anfangszustand. Die Eingabemenge wird durch
Lab(F') und die Ausgabemenge durch Vr definiert. Die Produktionenmenge Fy besteht
aus folgenden Produktionen:

(1) Fiir jede Produktion

f: X —=>Yw mitX)YeVyweVy, feLab(F)

aus F' enthélt Fyy die Produktion X f — sp(w)Y und, falls f € F) gilt, zusétzlich
alle Produktionen Zf — Z mit Z € (Vy U {e}) — {X}.
(2) Fiir jede Produktion

g: X s>w mitX € Vy,we VS, g€ Lab(F)

aus F' enthélt Fy die Produktion X g — sp(w)e und, falls g € F gilt, zusétzlich
alle Produktionen Zg — Z mit Z € (Vy U {e}) — {X}.
Die Ersetzung einer Produktion von G im normalen Sinn wird durch die Produktionen

Xf— sp(w)Y oder Xg — sp(w)e
und im Vorkommenspriifungssinn durch
Zf = Zoder Zg— Z

simuliert. Somit folgt sp(U(C)) = Lyvp(G,C, Fy). O

Beispiel 11.13 Wir wollen die Konstruktion aus Satz 11.11 verdeutlichen. Es seien
Ji: Xo = Yiwy, fo: Yo = Yawy, g: Y1 = w3

mit Xy, Y1, Ys,Ys; € Vy und wy, we, ws € Vi Produktionen aus F', wobei fo € F} gelte.
Mit fifag € C wird das Wort wsw; € L(G, C, F}) erzeugt. Wegen

Xofifog = sp(un)Yi fog =>vp sp(w1)Y1g = sp(w)sp(ws)e

tibersetzt U das Steuerwort f; fog in das Wort sp(w;)sp(ws) = sp(wsw,). O

Aus den Sétzen 11.7, 11.8(b), 11.9, 11.10 und 11.11 ergibt sich unmittelbar der
folgende Satz.
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Satz 11.12 Fiir 1 = 0,1,3 ist £; gleich der Familie der von Matrix-Grammatiken
(periodisch zeitvariablen Grammatiken, programmierten Grammatiken) vom Typ i
mit oder ohne Vorkommenspriifung erzeugten Sprachen. [l

Dieser Satz zeigt, warum wir uns in den Abschnitten 11.1, 11.2 und 11.3 auf Gram-
matiken vom Typ 2 beschrinkt haben.

Satz 11.13 Jede Sprache der Familie £(2,3,0) = R° wird von einer kontextfreien
Matrix-Grammatik erzeugt, deren Matrizen jeweils genau zwei Produktionen enthal-
ten.

Beweis: Es sei L = L(G{,C) € R¢, wobei G; = (Vn, Vr, Xy, F') eine kontextfreie
Grammatik und C' C (Lab(F'))* regulér ist. C' werde von einem endlichen erkennenden
Automaten E = (S,Lab(F),d, s, S1) akzeptiert. Es sei Lab(F) = {fi,..., fn} mit
fi+X; = P;jfir j=1,...,n. Dann wird L von der kontextfreien Matrix-Grammatik

G=(VnUS, V5, Yy, M)
erzeugt, wobei M die Matrizen

[Yo — Yo, Yo — Xoso],
[X; = Pj,s = 0(s, f;)] firseS,1<j<mn, und
[X; = Pj,s — €] fir s€ S,1<j<n,ds,f;) €S,

besitzt. Durch die erste Matrix wird zunéichst das Anfangssymbol Y, durch Xgsq er-
setzt. In den anderen Matrizen fiihrt die erste Produktion jeweils die eigentliche Erset-
zung gemif einer Produktion f durch. In der zweiten Komponente wird der endliche
erkennende Automat simuliert, der dieses f als Eingabesymbol erhilt. Nach jeder
Anwendung einer solchen Matrix gilt somit fiir den Zustand s, der das letzte Sym-
bol des gerade betrachteten Wortes ist, die Gleichung s = d(so, fi, - .- fi,) mit einem
k € IN, falls, ausgehend von Xjsg, die den Produktionen f; , xk = 1,...,k, zugeord-
neten Matrizen in dieser Reihenfolge angewendet wurden. Ist s ein Endzustand, so
gilt f;, ... fi, € C. Dann hitte s auch durch f; geldscht werden konnen. In diesem
Fall ist die Ableitung beendet, es ergibt sich ein Wort iiber (Vy U Vr)*, das zu L(G1)
gehort, falls es terminal ist. Jedes Wort aus L(G,) 148t sich so geméB G erzeugen. Wir
schliefen L = L(G). 0O

Satz 11.14 Es gilt M¢ = 7¢ = Ps = R,

Beweis: Es sei M5 die Familie der Sprachen aus M?, die von einer Matrix-Grammatik
erzeugt werden, deren Matrizen aus genau zwei Produktionen bestehen. Dann gelten
die Beziehungen

MECPOCRECMEC MEund T CREC M5 CTE.

Fiir die erste Inklusionskette werden die Sétze 11.6, 11.7 und 11.13 in dieser Reihenfolge
benutzt, die letzte Inklusion ist trivial. Fiir die zweite Inklusionskette sind es die Sétze
11.7, 11.13 und 11.2. O
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Satz 11.15 Jede Sprache der Familie M® wird von einer kontextfreien Matrix-
Grammatik erzeugt, deren Matrizen jeweils genau zwei Produktionen enthalten.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der ersten Inklusionskette des Beweises von Satz
11.14. O

Der folgende Satz wird entsprechend Satz 11.14 bewiesen. Da wir jedoch die zu-
gehorigen Inklusionen nicht alle gezeigt haben, fehlt auch hier der Beweis.

Satz 11.16 Es gilt

T :M :P :R,
Tvp = Myp = Pyp = Ryp,
Top=Mip=Pip=Rip = L. 0

Nicht bekannt ist, ob R = Ryp oder R g Ryp gilt. Des weiteren ist die Lage von
R° bzgl. £1 und Ryp unbekannt. AuBerdem erhalten wir die folgenden Beziehungen
(siehe [23], S. 181):

£ = £(5,0)
J
t 0 1 2 3
0 L =L L =L L= L=
1 o‘f.’.:ofo o‘f.’.:ofo £1Cofgof(7'€k) L=
2 L= £ L= £ £y G X LG L
2-c E=S5°  L=L° BTG LCE(rek) L CLG LT
3 o‘ﬁ:ofo o‘ﬁ:ofo OEZOEQ 082083
£ =L 5,1
J
t 0 1 2 3
0 L =L L =L L= L=
1 o‘ﬁ:ofo o‘ﬁ:ofo o‘ﬁlCofgo‘ﬁ(Tek) OEZOEI
2 o‘ﬁ:ofo o‘ﬁ:ofo OEZOEO OEZOEO
2-c E=d°  L=L° BTG RCE(rek) LG LG LT
3 L =L L =L L= L=

11.5 Geordnete Grammatiken

In diesem Abschnitt betrachten wir eine letzte Einschrankung fiir die Anwendung von
Produktionen, die durch die Einfithrung einer partiellen Ordnung auf der Produktio-
nenmenge gegeben wird.
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Definition 11.14 (a) (G, >) heiit geordnete Grammatik vom Typ i, i = 3,2,2 —
,1,0, wenn G = (Vy,Vr, Xy, F) eine Typ-i-Grammatik und > eine partielle
Ordnung auf F ist.

(b) Fiir P,Q € (Vi U Vr)* gilt die Relation P = @, wenn Wérter Ry, Ry, P', Q' €
(V¥ UVr)* und eine Produktion f € F existieren mit P = R P'Ry, @ = R1Q'Ry
und f: P' = @', wobei fiir alle f' € F ' mit f' > f, f' # f, die linke Seite von f’
kein Teilwort von P ist.

(c) =* ist die reflexive transitive Hiille von =.

(d) L(G,>) = {w € Vi | Xo =" w} heifit die von (G, >) erzeugte Sprache. O

Wihlt man fiir > die leere Relation, so folgt unmittelbar, daf jede Sprache L € £;
von einer geordneten Typ-i-Grammatik erzeugt wird.

Beispiel 11.14 Wir betrachten eine Typ-(2 — £)-Grammatik G, deren Produktionen
wie folgt gegeben sind:

1: Xg—>XYZ 2: X —-aX;, 3:X =X,
4: X —» Uy 5:Y »2bY; 6:Y =Y
7Y - U 8: Z = ¢/ 9. Z — Zy
10: Z —» U; 11: X7 - X 12: X1 > U4
13: X1 U, 14:YI—>Y 15:Y ->U;
16: Y1, > U, 17:2,— Z 18:7Z; > U,
19: Xo— « 20: Xo— U 21:Yo— b
22: Y, = Uy 23:7Zy— c

X sei das Anfangssymbol. Fiir die Relation > gelte

18> 2,3, 4>20>5 4>12>6; 13> 14;
7>22>8 7>15>9; 16> 17: 10> 11,19, 21.

Dann gilt L(G,>) = {a"b"c® | n > 1}. Dies ergibt sich wie folgt. Jede Ableitung
beginnt mit der Produktion 1, es wird also das Wort XY Z abgeleitet. Allgemein
nehmen wir an, daf§ bereits ein Wort o/ XY ¢/ Z fiir j > 0 abgeleitet ist. Aufgrund der
linken Seiten der Produktionen sind héchstens die Produktionen 2 bis 10 anwendbar.
Die Ordnungsrelation schliefit die Produktionen 5, 6, 8 und 9 aus. Die Produktionen
4, 7 und 10 fithren das Fehlschlagsymbol U; ein, das auf keiner linken Seite einer
Produktion vorkommt und daher nicht mehr entfernt werden kann. Um im folgenden
eventuell ein Terminalwort abzuleiten, kann man also héchstens die Produktionen 2
oder 3 verwenden. Wird 2 angewendet, dann ist die Ableitung

XYY IZ = d X HYIZ = XYY Z
=8> T X WY Z, é T XYY, @t 7,

L GHXYHY I 7, s gt XYY I Z
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entsprechend den zuvor durchgefithrten Uberlegungen eindeutig bestimmt. In diesem
Fall entsteht also wieder ein Wort der urspriinglichen Form, wobei die Anzahl der Sym-
bole a, b und ¢ um jeweils 1 erh6ht wurde. Beginnt man dagegen mit der Produktion
3, erhalten wir die Ableitung

GXVYIZ = ddXoblYdZ = @i XobiYedZ
. . . 19,21,23 | . .
2 X Vol Zy =* altipitlT,

wobei die Reihenfolge der Anwendung der Produktionen 19, 21 und 23 beliebig ist.
Dies ist der einzige Fall, in dem ein Terminalwort entsteht. Offenbar erhalten wir die
angegebene Sprache.

Die Produktionen mit den Fehlschlagsymbolen U; und Us werden eingefiihrt, um zu
gewissen Zeitpunkten die Anwendung , kleinerer“ Produktionen mit derselben linken
Seite zu verhindern. [l

Falls gefordert wird, dafl > eine totale (d.h. lineare) Ordnung auf F' ist, wird die
Erzeugungsméchtigkeit von (G, >) stark eingeschréinkt. So ist {a,b} z.B. von keiner
geordneten Typ-1-Grammatik (G, >) mit einer totalen Ordnung > erzeugbar.

Satz 11.17 Fiir jede von einer geordneten Typ-i-Grammatik erzeugte Sprache L, i =
3,2—¢,2,1,0, gilt L € £(4,3,1).

Beweis: Es sei (G, >) eine geordnete Typ-i-Grammatik mit G = (Vy, Vr, Xg, F). Die
Menge F' bestehe aus den n Produktionen f; : P; — @, j = 1,...,n. Ein neues
Symbol Y & Vy U Vi werde eingefiihrt und damit eine Produktionenmenge

definiert, wobei

BYry, falls G vom Typ 1, P; = X, Q; = Bdy
a;(Y) =
Y sonst

wie im Beweis von Satz 11.7 gegeben sei. Dann ist die Grammatik G; = (Vy U
{Y'}, Vi, Xy, F' U F") offensichtlich vom Typ i.

Es sei Lab(F U F') ={f;,9; | j=1,...,n}. Wirsetzen F; = {g; | j=1,...,n}.
Dann definieren wir eine Kontrollsprache C iiber Lab(FUF"). Fiir jedes j, j = 1,...,n,
sei s; € (Lab(F'UF"))* ein Wort, dessen letztes Zeichen gleich f; ist und deren Zeichen
davor in beliebiger Reihenfolge die Marken gy mit f; > f;, fi # f;, sind. Falls keine
Marke f > f;, fr # fj, existiert, dann wird s; = f; gesetzt. Die Sprache C wird durch
den reguldren Ausdruck

C=(51U...Us,)*

definiert. Es folgt L(G, >) = Lyp(G1,C, F7). O

Satz 11.18 Es sei L eine Sprache und 7 = 0,1 oder 3.
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(a) L ist genau dann vom Typ 4, wenn L von einer geordneten Typ-i-Grammatik
erzeugt wird.

(b) Wird L von einer geordneten Typ-(2 — £)-Grammatik erzeugt, dann ist L kon-
textsensitiv.

Beweis: (a) ergibt sich aus der Folgerung zu Definition 11.14, aus Satz 11.17 und aus
den Sétzen 11.9, 11.10 und 11.11.

Fiir (b) gilt nach Satz 11.17 L € £(2 — ¢,3,1). Die Inklusion £(2 —¢,3,1) C
£(1,3,1) = &£ ist trivial, wobei die Gleichheit wegen Satz 11.10 erfiillt ist. Es folgt
Ledd. O

Aus Beispiel 11.14 folgt, da8 &£5° echt in der Familie £ der Sprachen enthalten ist,
die von geordneten Typ-(2 — £)-Grammatiken erzeugt werden. Nach der Tabelle auf
Seite 182 gilt Ryp = £(2—¢,3,1) G £1°, so daB sich insgesamt,

£L5° g &L g Lr°

ergibt.

Zum Abschlufl wollen wir eine Verallgemeinerung von geordneten Grammatiken
einfilhren. Dazu sehen wir uns noch einmal die geordneten Grammatiken an. Es sei f
eine Produktion der geordneten Grammatik (G,>) und Py,..., P die linken Seiten
der Produktionen f; mit f; > f, f; # f, fir j = 1,...,k. f ist genau dann auf ein
Wort () anwendbar, wenn die linke Seite von f ein Teilwort von () ist und () selbst
keines der P; als Teilwort enthélt, d.h. ein Wort der reguléren Sprache

k

j=1

mit V = VyUVr ist. Dies fiihrt zur folgenden Verallgemeinerung geordneter Gramma-
tiken: Fiir jede Produktion f einer Grammatik G wird eine reguldre Sprache p(f) so
festgelegt, dafl f nur auf Worter in p(f) anwendbar ist. Dies wird durch die folgende
Definition genauer angegeben.

Definition 11.15 (a) (G, p) heiit Typ-i-Grammatik mit requliren Einschrinkungen,
i=3,2,2—¢,1,0, wenn G = (Vy, Vr, Xy, F) eine Typ-i-Grammatik und p eine
Abbildung von F' in die Menge der reguldren Sprachen iiber V = Vy U Vr ist.

(b) Fiir P,@ € V* gilt die Relation P = @, wenn Worter Ry, Ry, P/, Q' € V* und
eine Produktion (P',Q') € F existieren mit P = R;P'R,y, Q@ = R;Q'R, und
P e p(P' = Q).

(c) =* ist die reflexive transitive Hiille von =.

(d) L(G, p) ={w € V3 | Xo =* w} heiit die von (G, p) erzeugte Sprache. O

Satz 11.19 (a) £ ist gleich der Familie von Sprachen, die von Typ-1-Grammatiken
mit reguldren Einschrinkungen erzeugt werden.
(b) o£1° ist gleich der Familie der Sprachen, die von Typ-(2 — ¢)-Grammatiken mit
reguldren Einschrinkungen erzeugt werden.
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Beweis: (a) Falls L kontextsensitiv ist, ist die Aussage trivial. Anderenfalls sei (G, p)
mit G = (Vy,Vr, Xy, F) eine Typ-1-Grammatik mit regulédren Einschrinkun-
gen. Die eventuell vorhandene Produktion Xy, — ¢ dient nur dazu, im Fall
Xy € p(Xo — ¢€) das leere Wort zu erzeugen. Ohne Beschrinkung der Allge-
meinheit kénnen wir daher annehmen, daB Xy — £ nicht in G enthalten ist. Die
Produktionen von F' seien durch

fllpl—)Ql,...,fnZPn—)Qn

fir ein n € IN gegeben. Fiir jedes f; € F, j = 1,...,n, wird p(f;) von einem
endlichen erkennenden Automaten

A= (S9,V,8,8,80), j=1,...,n,

akzeptiert, wobei wir annehmen kénnen, da8 die S7 paarweise disjunkt sind. Wir
betrachten die Grammatik

G =(wul S u{y;|1<j<n}u{Z,Y,B}, Vi, Zo, F1)

j=1
mit

Fi={Zy — BYXoB,B = ¢,Y — ¢} (1)

U{aY 5 Ya|aeV} (2)

U{BY — Bs} | 1< j <n} (3)

U{sfa— ad’(s),a) |laeV,1<j<n,s €S} (4)

U{sB—Y;B|1<j<n,s €5} (5)

U{aY; > Ya|aeV,1<j<n} (6)

U{Y;P = YQ; |1<j<n) (7).

Zunichst werden mit Hilfe der Produktion Zy — BY X B aus (1) die Begren-
zungszeichen B und der allgemeine Priifer Y eingefiihrt. Neben dem linken B
kann mit einer Produktion aus (3) das Symbol ¥ in den Anfangszustand s) des
Automaten A; iiberfithrt werden. Dann wird unter Benutzung der Produktionen
aus (4) getestet, ob das Wort zwischen den Begrenzungszeichen zu p(f;) gehort.
Ist dies der Fall, wird mit einer Produktion aus (5) der Produktionsmarkierer
Y; eingefiihrt. Die Anwendung von f; ist also moglich. Zunéchst wird mit Hilfe
der Produktionen aus (6) der Produktionsmarkierer vor die linke Seite P; der
Produktion f; gebracht. Dann erfolgt mit Y;P; — Y @Q; aus (7) die Simulierung
der Produktion. Entweder ist nun ein Terminalwort gefunden worden, das wir
nach Anwendung der Produktionen B — £ und Y — ¢ aus (1) erhalten, oder
der Priifer Y wird durch Produktionen aus (2) neben das linke B gebracht, so
daf ein weiterer Simulationsschritt beginnen kann.

Da G vom Typ 1 ist, ist G monoton. Fiir den Platzbedarf eines Wortes w €
L(G) gilt also PBg(w) = |w|. Nach der obigen Konstruktion erhalten wir daher
PBg, (w) <4 -|w|. Nach Satz 9.3 folgt L(G,) € £;.
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(b) Wegen Teil (a) ist fiir (b) nur noch zu zeigen, da} jede Sprache L € £7° von einer
Typ-(2—¢)-Grammatik mit reguldren Einschrinkungen erzeugt werden kann. Es
sei L eine e-freie Sprache, die von einer Typ-1-Grammatik G = (Viy, Vr, X, F)
erzeugt wird. Alle Produktionen von F' sind von der Form

f:PIXIQf - PPRIQS, X' eVy, R #e.

Fiir jedes f € F definieren wir ein neues Zeichen Y/ und Produktionen u; :
X/ — Y/ und vy : Y/ — R/, Dann wird L von der Typ-(2 — ¢)-Grammatik
(G17 p) mit

Gi=(Vwu{Y’|feF}, Vi, Xo {us | f € F}U{vs | f € F})
und den reguldren Einschrinkungen

p(g) = V*u | (V*PIY/Q/V*) fiir alle Produktionen g aus Gy
fer

erzeugt. [

Satz 11.19(a) bleibt richtig, wenn die Typ-1-Grammatik durch eine monotone
Grammatik ersetzt wird.



Kapitel 12

Mehrdeutigkeit von kontextfreien
Sprachen

Mehrdeutigkeit von kontextfreien Grammatiken und Sprachen wurde bereits in Ab-
schnitt 5.1 behandelt. In Beispiel 5.3 wurden ohne Beweis zwei mehrdeutige Sprachen
angegeben. Fiir eine von ihnen wollen wir in diesem Kapitel den Beweis der Mehrdeu-
tigkeit fiihren.

Zunéchst schrinken wir den Begrift der Mehrdeutigkeit auf Teilfamilien der Familie
der kontextfreien Sprachen ein. Wir werden sehen, dal wir leicht Sprachen erhalten,
die in bezug auf gewisse Einschrinkungen mehrdeutig sind.

Definition 12.1 Eine lineare Grammatik G = (Vy, Vr, Xo, F') heiBt minimal linear,
wenn
(a) Vv = {Xo} ist und
(b) fiir jede Produktion X — P aus F' mit P € V} die Beziechung P = a € Vr
gilt, wobei a kein Teilwort einer rechten Seite einer anderen Produktion aus F
ist. O

Beispiel 12.1 G = ({X},{a,b}, X, {X — aXa, X — b}) ist offensichtlich eine mini-
mal lineare Grammatik und erzeugt die Sprache {a‘ba’ | i > 0}. O

Satz 12.1 Es existiert eine minimal lineare Sprache L mit folgenden Eigenschaften:
(a) Jede L erzeugende, minimal lineare Grammatik ist mehrdeutig.
(b) L wird von einer eindeutigen linearen Grammatik erzeugt.

Beweis: Die Sprache L = {a™ca” | m > n > 0} wird von der minimal linearen
Grammatik

G = ({Xo}, {a, C},Xo, {X() — aXOa,XO — aX(),XO — C})

erzeugt. G ist mehrdeutig, da fiir das Wort a®ca € L zwei Ableitungsbiume gemifi G
existieren, nidmlich

188
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N, AN,
| |

C C

Allgemein kann gezeigt werden, daB a™ca™ fiir jedes m > n > 0 genau (") Linksablei-
tungen besitzt. L erfiillt die Aussage (b), da L von der eindeutigen linearen Grammatik

G = ({Xo,Xl}, {a, C},X(), {X() — aXoa,X() — aXl,Xl — aXl,X() — C, X — C})

erzeugt wird. Um zu zeigen, daB8 L auch die Aussage (a) erfiillt, betrachten wir eine
beliebige L erzeugende minimal lineare Grammatik GG5. Thre Produktionen miissen von
einer der beiden Formen

Xo— atXod?, i>5>0, oder Xy —c

sein. Da ac und aca zu L gehoren, sind Xy — aXy und Xy — aXpa Produktionen von
G5. Das heifit, dafi alle Produktionen von G auch in G5 enthalten sind. Daher besitzt
jedes Wort aus L mindestens ebenso viele Linksableitungen gemifi G2 wie gemifl G.
Daher ist G ebenfalls mehrdeutig. U

Definition 12.2 Es sei G = (V, Vi, Xy, F') eine kontextfreie Grammatik und
UG) ={X e Vy | X =5 vXw, v,w € Vi, vw # €}.

G heilt selbstzyklisch, wenn die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
(a) Fiir jedes X € Vi existiert ein Wort w € V7 mit X =* w.
(b) Fiir jedes X € Vy—{X,} existieren Worter P, Q) € (VyUVr)* mit Xo =* PXQ.
(c) Entweder gilt Xy € U(G), oder X, tritt in jeder Ableitung fiir ein beliebiges
Wort w € L(G) genau einmal auf.
(d) Vv —{Xo} CcU(G). O

Satz 12.2 Fiir jede eindeutige kontextfreie Grammatik G = (Vy,Vr, Xy, F') mit
L(G) # 0 existiert eine dquivalente eindeutige selbstzyklische Grammatik G'.

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit erfiille G die Bedingungen (a) und
(b) aus Definition 12.2. Anderenfalls werden alle Nichtterminalzeichen aus G, fiir die
(a) oder (b) nicht gilt, sowie alle Produktionen, die eines dieser Nichtterminalzeichen
enthalten, aus G entfernt. Die so erzeugte Grammatik G’ erzeugt offensichtlich dieselbe
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Sprache wie G, und wegen L(G) # () werden nicht alle Symbole aus Vy entfernt. Falls
G’ mehrdeutig wire, so miifite auch G mehrdeutig sein, was jedoch der Voraussetzung
widerspricht.

Wir nehmen nun an, daf§ G die Bedingung (c) nicht erfiillt. Wegen (a) gilt Xy =7
Xp. Fiir jedes w € L(G) existieren dann zwei verschiedene Linksableitungen

Xo ="wund Xy =1 Xy =" w,

was wieder der vorausgesetzten Eindeutigkeit von G widerspricht. Also wird die Be-
dingung (c) von G erfiillt.

Wir konstruieren eine eindeutige Grammatik G' = (V{,, Vi, Xy, "), die alle Bedin-
gungen (a) bis (d) erfiillt. Es sei

VN:{Xo,Xl,...,Xk}, kZO

Falls £ = 0 gilt, sind bei Wahl von G’ = G trivialerweise alle Bedingungen erfiillt.
Anderenfalls wird eine Folge dquivalenter Grammatiken

G() = G,Gl,...,Gk :G’
konstruiert. Fiir ein festes j, 1 < j <k, sei
Gj—l = (VZ{;'_17 VT7X07 Fj_l)

bereits so definiert, dal G;_, eindeutig ist und (a) bis (c) erfiillt sind. Dies ist bereits
fir Gy = G gezeigt worden. Falls X; € U(G) gilt, setzen wir G; = G;_;. Anderenfalls
seien

(*) Xj—)Pl,...,Xj—)PT
alle Produktionen in FY~! mit linker Seite X;, wobei r > 1 wegen (a) gilt. Dabei ist
X, kein Teilwort von P, ... P,. Dies sehen wir wie folgt ein.

(1) Falls ein i, 1 < ¢ < 7, existiert mit X; = F;, so erhalten wir wegen (b), der
Produktion X; — X; und (a) die Ableitung

Xo =" PX;,Q = PX;Q ="weVy,
was der Eindeutigkeit von G;_; widerspricht.
(2) Falls ein 4, 1 <4 <7, und Worter P,Q € (Vy U Vr)* existieren mit PQ # & und
PX,;Q = P, so folgt mit Hilfe von (a)
X; = P, =PX;Q =" uX,;w mit u,w € V.
Dabei gilt uw # ¢, da sonst X; =" X, im Widerspruch zur Eindeutigkeit von

G,_1 gelten wiirde. Es folgt also X; € U(G;_1), was der Annahme X; ¢ U(G;_)
widerspricht.
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Zur Definition von G; setzen wir im betrachteten Fall X; ¢ U(G;_,) zunéchst
Vi = Vi7" — {X;}. Weiter entsteht die Produktionenmenge F7 aus F7/~', indem die
Produktionen (*) entfernt werden und X; in den iibrigen Produktionen durch jedes
der Worter Pi,..., P, ersetzt wird. Diese Worter enthalten, wie eben gezeigt wurde,
nicht das Symbol X;. Offenbar gilt L(G;) = L(G;_,). Da aus der Mehrdeutigkeit von
G; auch die von G;_; folgen wiirde, ist G; eindeutig. Die Eigenschaften (a) bis (c)
werden bei dieser Konstruktion von G;_; auf G; iibertragen.

Insgesamt sehen wir, daB fiir j = 1,...,k das Alphabet V3, das Zeichen X; € Vy,
1 <4 < j, genau dann enthilt, wenn X; € U(G) = U(G,) gilt. Damit erfiillt speziell
Gy, = G’ alle Bedingungen (a) bis (d). O

Satz 12.3 Die Sprache
L={a™"c"|m,n>1}U{a™b"c" | m,n>1}
ist echt mehrdeutig.

Beweis: Wir nehmen an, dafl L eindeutig ist. Nach Satz 12.2 wird L somit von einer
eindeutigen selbstzyklischen Grammatik G = (Viy, Vr, Xy, F) erzeugt. Fiir G weisen
wir zunéchst drei Eigenschaften (I), (II) und (III) nach.

(I) Jedes X € Vy mit X # X, ist von genau einem der drei folgenden Typen.

Typ 1: Es existieren m € IN und v,w € V7, so dal X =—* v Xw mit entweder
vw = a™ oder vw = c™ gilt.

Typ 2: Es existiert m € N, so dafl X =-* a™Xb™ gilt.

Typ 3: Es existiert m € N, so dafl X =—=* b™ X ™ gilt.

Andere Ableitungen der Form X —>* v Xw mit v, w € V} existieren nicht.

Wir zeigen zunéchst, da8 jede Ableitung X =—* vXw mit v,w € V}} von einer
der Formen in den drei Typen ist. Damit ist auch jedes X von mindestens einem
der drei Typen. Da G selbstzyklisch ist, existieren Worter v, w; € V7 mit X =—=*
v1Xw;. Durch Tteration dieser Ableitung ergibt sich X =* v2Xw?. Da die
Zeichen a, b und c¢ nur in alphabetischer Reihenfolge in den Wortern aus L
auftreten, sind v; und w; jeweils Worter aus a*, b* oder ¢*. Im folgenden zeigen
wir, daB v; und w; nur so gewéihlt werden kénnen, wie es den Typen 1, 2 oder 3
entspricht. Wegen Definition 12.2(b) und (c) folgt die Existenz einer Ableitung

XO :>* RlXRQ :>* aTbsct

mit 7, s, € IN, wobei r = s oder s = t gilt. Ausgehend von dem Zeichen X dieser
Ableitung, kann mehrfach die Ableitung X =* v; Xw, eingeschoben werden.
Fiir jedes g € INy erhélt man so eine Ableitung

(*) Xo =" RiIXRy =" RivIXwiRy =" o' T7 p*+e' e

mit geeigneten 7', s',t' € Ny, die durch v; und w; bestimmt sind. Wir fiithren
vier Fallunterscheidungen durch.
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(1) Es sei v; = a™ mit m > 0.
Ist wy = ¢ mit n > 0, so kénnen wir wegen () das Wort a"T™p*c"+a" € L
fiir alle ¢ € INy ableiten. Fiir ein ¢ mit r 4+ ¢m > s und t 4 gn > s steht dies
im Widerspruch zur Gestalt der Worter von L. Ist w; = 0" mit m #n > 1,
so erhalten wir a"t9mp Tt ¢ L fiir alle ¢ € IN, und damit erneut einen
Widerspruch. Es gilt also w; = 0™ oder w; = " fiir ein n > 0, d.h., X ist
vom Typ 1 oder 2.
(2) Es sei vy = ™ mit m > 0.
Fiir w; = o™ mit n > 0 ergibt sich ein Widerspruch zur Reihenfolge der
Symbole a, b und ¢ in den Wortern von L. Fiir w; = 6™ mit n > 0 kénnen wir
mit (x) Worter a"b*t4m+n)ct ¢ [ fiir alle ¢ > 0 ableiten. Bei entsprechend
groflem ¢ ergibt sich sofort ein Widerspruch. Fiir w; = ¢" mit n # m ergibt
sich schlieBlich a"b*T9"ctT9" € L fiir alle ¢ € INy und damit ebenfalls ein
Widerspruch. Es bleibt nur der Fall w; = ¢™ iibrig, d.h., X ist vom Typ 3.
(3) Es sei vy = ¢™ mit m > 0.
Wegen der Reihenfolge der Symbole a, b und ¢ in den Wortern von L folgt
wy = ¢” mit n > 0, d.h., X ist vom Typ 1.
(4) Es sei v; = €.
Wegen vyw; # € ist wy eine positive Potenz eines der Zeichen a, b oder c.
Falls w; = b™ mit n > 0 gilt, folgt a"b*T9"c! € L fiir jedes ¢ € INy und somit
ein Widerspruch. Also ist X vom Typ 1.
Damit ist gezeigt, dafl X von mindestens einem der Typen 1, 2 oder 3 ist. Wir
beweisen, dafl X von genau einem dieser Typen ist. Es sei X vom Typ 1 und 2.
Dann gilt
X =% vXw und X =" a"Xb"

mit vw = 2™, * = a oder z = ¢ und m,n € IN. Die Kombination beider
Ableitungen liefert

(xx) X =% a"z™ X 2™ b" mit m; + me = m.

Da diese Ableitung iteriert werden kann und wegen der Gestalt von L jedes der
Worter a™z™' und x2™20" eine Potenz eines der Zeichen a, b, oder c ist, folgt
z = a und me = 0. Wegen v; = a"z™ = ¢"*"™ kann das Symbol X in der
Ableitung (xx) in bezug auf diese Ableitung nur vom Typ 1 oder Typ 2 sein.
Daher folgt w, = b"*™ oder w; = a” fiir v > 0, wegen m; > 0 in jedem Fall also
wy # 0" = 2™b" und somit ein Widerspruch. Folglich ist X nicht gleichzeitig
vom Typ 1 und 2.

Analog kann gefolgert werden, da§ X nicht vom Typ 1 und 3 ist. SchlieBlich sei
X vom Typ 2 und 3. Dann ergibt sich

X =" ad™" X" mit m,n > 1.

Dies ist ein Widerspruch zur Gestalt von L.
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Xo kommt in jeder Ableitung gemif G eines jeden Wortes aus L genau einmal
VOr.

Wir nehmen das Gegenteil an. Definition 12.2(c) liefert
Xo =" vXow, wvw#e, wv,we€VS.

Somit sind die Worter v und w Potenzen eines der Zeichen a, b oder c. Da alle
Worter in L mit a beginnen und mit ¢ enden, existieren nur die folgenden drei
Moéglichkeiten:

(1) v=ad™ m>1, w=e,
(2) v=c¢, w=c" m>1,
3) v=ad™, m>1, w=c", n>1.

Die Ableitung Xy =* vXow 148t sich fiir jedes Wort u € L durch v Xyw =*
vuw € L fortsetzen. Alle drei Fille fithren aufgrund der Gestalt von L zu einem
Widerspruch. Im Fall (1) folgt wegen abc? € L auch a™'bc? € L, im Fall (2)
wissen wir, daB wegen a’bc € L auch a?bc™ ! € L gilt, und im Fall (3) erhalten
wir wegen abc € L das Wort a™1bc" ! € L.

Es existiert eine Zahl v € IN, so dafl jedes Wort v € L, das eine Ableitung ohne
Nichtterminalzeichen vom Typ 2 und Typ 3 besitzt, weniger als ¥ Vorkommen
des Zeichen b enthilt.

Zum Beweis von (III) definieren wir zunéchst u; als die Anzahl der Nichttermi-
nalzeichen vom Typ 1 und u, als die maximale Anzahl der auf der rechten Seite
einer Produktion auftretenden Symbole. Wegen (II) kommt X, nur als Start-
zeichen in jeder Ableitung vor und kann direkt héchstens us Vorkommen von
b erzeugen. Wir miissen in den betrachteten Ableitungen solche Nichtterminal-
zeichen betrachten, die Symbole b erzeugen. Wir nehmen zunéchst an, daf in
einer Ableitung, die keine Nichtterminalzeichen vom Typ 2 und Typ 3 enthiilt,
das Zeichen X vom Typ 1 in zwei verschiedenen Pfaden des entsprechenden Ab-
leitungsbaums auftritt und mindestens eines der X (direkt oder indirekt) ein
Vorkommen von b erzeugt. Dies wird durch die folgende Skizze verdeutlicht.

Xo

\ A

-~
v
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Zur Ableitung X =* w, bei der b in w vorkommt, gehére ein entsprechender
Teilbaum 7”. Der Ableitungsbaum wird nun so abgeéindert, da bei beiden X der
Teilbaum T’ eingesetzt wird, was im allgemeinen eine Anderung des erzeugten
Wortes von v in v; bedeutet.

Xo
X
T X
/ Tf\
| ——
vy

Da X vom Typ 1 ist, existiert eine Ableitung X =—* v’ Xw' mit v'w’ = a™ oder
v'w' = ¢™ und m € IN. Wenn der Teilbaum 7" durch einen Ableitungsbaum der
Ableitung

X = Xv =* v'wu'
ersetzt wird, entsteht ein Wort vy € L, das ein Teilwort der Form awbwqa bzw.
cwibwqc enthilt, was jedoch in beiden Féllen der Gestalt von L widerspricht.
Als néchstes nehmen wir an, dafl ein Zeichen X vom Typ 1 zweimal auf demsel-
ben Pfad vorkommt. Dann besitzt der Ableitungsbaum von v die Gestalt

Xo
X
X
N—— N——r
v

mit v'w’ = a™ oder v'w' = ¢™ fiir ein m € IN. Folglich kénnen héchstens aus dem
X, das am weitesten von X, entfernt ist, Symbole b erzeugt werden, ohne einen
Weg iiber andere X dafiir zu benutzen. Insgesamt kénnen daher auch héchstens
aus Xy und aus je einem Vorkommen eines jeden Zeichens vom Typ 1 Vorkommen
von b erzeugt werden. Bei Wahl von v = (u; + 1) - us ist dann die Aussage (III)
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erfiillt.

Fiir jedes Zeichen X vom Typ 2 oder 3 legen wir eine natiirliche Zahl m(X) geméf
der Definition dieser beiden Typen fest. Es sei u ein gemeinsames Vielfaches aller
m(X), und wir wéhlen ein p > v, das ein Vielfaches von u ist. Wir betrachten das
Wort 7, = aPbPc® € L. Falls ein X vom Typ 3 und Woérter R und R” existieren, so
daB

Xo =*RXR'=* T1

gilt, dann kénnen wir wegen m(X) | p die Ableitung
Xo=*RXR' =* RIPXIR' =" a’b?*c* ¢ L

bilden. Wegen dieses Widerspruchs tritt in keiner Ableitung von r; ein Zeichen vom
Typ 3 auf. Wegen p > v und der Aussage (III) folgt, daB r; fiir geeignete Worter R’
und R” und ein X vom Typ 2 durch eine Ableitung

XO :>* R’XR” :>* 1

erzeugt wird. Da p ein Vielfaches von m(X) ist, erhalten wir fiir dieses X vom Typ 2
eine Ableitung X =* a?Xb. Wegen (I) ist das Symbol X nicht vom Typ 3. In
der Ableitung X =* o’ X kommt auch kein weiteres Zeichen vom Typ 3 vor,
da anderenfalls das Symbol ¢ in a? Xb” enthalten wire. Somit befindet sich in der
Ableitung

(a) Xo=*R'XR' =* Ra’?XVWVR" =" a®Pb*Pc?

das Zeichen X vom Typ 2, jedoch kein Zeichen vom Typ 3. Analog erhalten wir mit
r9 = a?PPcP € L eine Ableitung
(b)  Xo =" R3X1Ry =" Ry’ X1PRy =" a*Pbc??,

die ein X; € Vy vom Typ 3, jedoch kein Zeichen vom Typ 2 enthélt. Wir schlieflen,
daB8 das Wort a®b?c* zwei verschiedene Linksableitungen (a) und (b) besitzt. Somit
ist G mehrdeutig, was ein Widerspruch zu unserer urspriinglichen Annahme ist. [
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Lindenmayersysteme

Lindenmayersysteme wurden von Aristid Lindenmayer in den 60-er Jahren eingefiihrt.
Lindenmayer, der Biologe war, hat diese Systeme zunichst zur Beschreibung biologi-
scher Phinomene benutzt. Sehr bald wurden Lindenmayer und andere auf den Zusam-
menhang mit der Theorie der formalen Sprachen aufmerksam. Die Theorie entwickelte
sich in der Folgezeit immer mehr von ihren biologischen Urspriingen fort und wurde ein
umfangreiches eigenstindiges Gebiet innerhalb der Theorie der formalen Sprachen. Die
wichtigsten Aspekte dieser Theorie wollen wir in diesem Kapitel ausfiihrlich darstellen.

Zur Ergénzung verweisen wir auf die Biicher von Herman und Rozenberg [12] sowie
Rozenberg und Salomaa [22]. Schéne graphische Interpretationen von Lindenmayersy-
stemen finden sich bei Prusinkiewicz und Hanan [19] bzw. Prusinkiewicz und Linden-
mayer [20].

13.1 OL-Systeme

In vielen Wachstumsprozessen lebender Organismen wie z.B. bei Pflanzen bemerkt
man héufig ein regelméfBiges wiederholtes Auftreten von gewissen mehrzelligen Struk-
turen. In den einfachsten Fillen wird dieselbe Struktur regelméfig langs einer Achse
wiederholt, wie z.B. Blétter lings eines Stammes. In komplizierteren Fillen wird die
ganze Struktur eines Entwicklungsstadiums wiederholt, und zwar als Teil des Orga-
nismus zu einem spéteren Zeitpunkt. So gibt es zusammengesetzte Organismen, etwa
bei Blédttern oder anderen zusammengesetzten Verzweigungsstrukturen. Im Fall der
Blétter konnen einige Lappen (oder Blittchen), die Teil des Blattes zu einem bestimm-
ten Zeitpunkt sind, denselben Umril wie das ganze Blatt zu einem vorhergehenden
Zeitpunkt haben. Dies kann man bei Pflanzen erkennen, bei denen einige Blétter ihre
Entwicklung friither als andere beenden: die kleineren Blétter sind identisch zu Teilen
der groBeren Bléitter.

Um solche biologischen Phéinomene zu beschreiben, hat Lindenmayer die nach ihm
benannten Lindenmayersysteme eingefiihrt. Speziell konnte er die Entwicklungsstufen
gewisser Faserpflanzen (Algen) mit Hilfe sogenannter OL-Systeme kennzeichnen. Als
Beispiel betrachten wir die ersten 16 Stadien einer solchen Pflanze:

196
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16

Eine realistischere Darstellung von z.B. Stadium 7, die auch die Ausdehnung der Zellen
beriicksichtigt, ist durch das folgende Bild gegeben:

HEEND

Wir wollen die Entwicklung beschreiben, indem wir alle Stadien beschreiben. Vom
Stadium 6 an zerféllt der Organismus in zwei Teile, und zwar zum einen in die ersten
sechs Zellen (von links), den basalen Teil. Dabei trigt jede zweite Zelle eine nicht ver-
zweigende Faser, die sich jeweils linear von Schritt zu Schritt um eine Zelle verléngert.
Die Linge dieser Fasern im Stadium 6 sind (von links nach rechts) 3, 2 und 1.

Der Rest des Organismus ist der apikale Teil. Im Stadium 6 sind dies vier Zel-
len ohne Zweige. Bei jedem weiteren Schritt kommt es zu einer Wiederholung des
vorhergehenden apikalen Teils mit zwei neuen Zellen unmittelbar rechts vom basalen
Teil. Die zweite dieser Zellen trigt einen Zweig, der zum gesamten Organismus sechs
Stadien zuvor identisch ist. Diese beiden Zellen sind im Stadium 16 durch die Pfei-
le eingeschlossen, wobei der apikale Teil des Stadiums 15 beim eingezeichneten Pfeil
beginnt.

Wenn die ersten sechs Stadien bekannt sind, dann zeigt diese Beschreibung, wie
sich der Organismus entwickelt. Da es jedoch zu Ungenauigkeiten der Sprache kommen
kann, ist eine formale Beschreibung vorzuziehen. Jede Zelle wird durch das Symbol ¢
dargestellt, wobei die verschiedenen Zustéinde einer Zelle zunéchst nicht unterschieden
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werden. Der Beginn eines Zweiges wird durch ,,(“, sein Ende durch ,,)“ symbolisiert.
Zur Unterscheidung der Seiten des Zweiges kénnen gegebenenfalls verschiedene Arten
von Klammern verwendet werden. Das obige Beispiel kann jetzt durch eine Folge von
Wortern iiber {c} dargestellt werden:

ce(c)ceee

ce(cce)ee(c)eece
cc(cc Yee(ee)ee(c)eeee
cc(cccc) ce(cec)ee(cec)ee(c)eeee

RN = T S U Ry

Die Entwicklung einzelner Zellen kann auf diese Weise nicht ausgedriickt werden.
Es werden daher die Symbole 0,...,9 eingefiihrt, wodurch Zellen in zehn verschie-
denen Zustdnden beschrieben werden kénnen. Fiir jeden Zustand wird wie folgt eine
Entwicklungsregel (Produktion) eingefiihrt:

0— 10 (Zelle im Zustand 0 teilt sich in zwei Zellen im Zustand 1 und 0)
1— 32

2 —3(4) (Ubergang in eine Zelle im Zustand 3 mit einem Zweig aus einer
Zelle im Zustand 4)

3— 3
4— 56
5— 37
6 — 58
7 — 3(9)
8 — 50
9— 39
(=

)= )

Wir nehmen an, dafl zu Beginn der Entwicklung eine Zelle im Zustand 4 vorliegt.
Entwickeln sich alle Zellen unabhéingig voneinander, jedoch in synchronisierter Weise,
dann ergibt sich die folgende Darstellung der weiteren Entwicklung:

4

56

3758

33(9)3750
33(39)33(9)3710
33(339)33(39)33(9)3210
(3339)33(339)33(39)33(4)3210

L~ O O W N
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Bei Ersetzung der Ziffern durch das Symbol ¢ erhalten wir offenbar die zuvor angege-
bene Darstellung.

Die folgenden Bilder zeigen, dafl dieses Beispiel sehr gut eine gewisse Sorte von
Algen beschreibt.

v
¥
LN e "
% 1 .
£

Junger Ableger (Regenerat) von Callithamonion roseum Harvey, aus: Eva Konrad-Hawkins:
Developmental Studies on Regenerates of Callithamonion roseum Harvey, in K. Héfler,
K.R. Porter (Hrgs): Protoplasma, S.48 u. 45, Bd.58, Springer, Wien 1964.

e i W

Vor ihrer formalen Definition wollen wir anhand des Beispiels schon einige Begrif-
fe fiir Lindenmayersysteme einfiihren. So ist durch {0,1,...,9,), (} das Alphabet des
Systems gegeben, die Entwicklungsregeln bestimmen die Produktionen. 4 ist das Azi-
om des speziellen Systems, mit dem die Entwicklung ihren Anfang nimmt. Da keine
Wechselwirkung zwischen den Zellen besteht, wird das System 0L-System genannt (bei
Ersetzung eines Symbols wird kein Kontext, also 0-Kontext, beriicksichtigt). Unser Sy-
stem ist auch deterministisch, da keine Wahl bei der Anwendung der Produktionen
besteht. AuBerdem ist es propagierend (fortpflanzend), da keine Zelle geléscht wird.

Definition 13.1 Ein geordnetes Tripel G = (%, h, w) heiit OL-Systemn, wenn folgende
Eigenschaften gelten:
(a) X ist ein Alphabet,
(b) h: X — P(X*) ist eine nichtleere, endliche Substitution,
(c) und es gilt w € ¥* (das Aziom von G).

L(G) = U h¥(w) heiBt die von G erzeugte OL-Sprache. O
i=0

Beispiel 13.1 Das 0L-System G = ({a}, h, a?) mit h(a) = {a, a®} erzeugt die Sprache
LG)={a"|n>2}. O
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Beispiel 13.2 Das 0L-System
G = ({a, b}, h,adb) mit h(a) = {(ab)2} und h(b) = {e}

erzeugt die Sprache L(G) = {(ab)*" | n > 0}. Wir erhalten also mit kontextfreien
Produktionen eine nicht kontextfreie Sprache. [l

Anstelle von w € h(a) verwenden wir oft die Produktionsschreibweise a —p, w,
wobei, falls keine Miflverstindnisse auftreten, A auch weggelassen werden darf. Wir
sprechen aber auch von der Produktion w € h(a).

Definition 13.2 Es sei G = (X, h,w) ein 0L-System, w € ¥* und i € IN. Wir definie-
ren

L'(G,w)={veX|veh(w)} und L°G,w)={w}. O

Unmittelbar folgt L(G) = |J LY(G,w). Wird in Definition 13.2 speziell w = w
i=0

gewihlt, so wird zur Abkiirzung die Schreibweise LY(G) = L(G, w) verwendet.

Definition 13.3 (a) Es sei G ein OL-System. w; leitet wo direkt (in G) ab (in Zeichen
w, =>q We), wenn wy € LY(G, w,) gilt.
(b) wy leitet wo in n Schritten (in G) ab (in Zeichen w, =% wy), wenn wy €
(¢) wy leitet wo echt (in G) ab (in Zeichen wy =g ws), wenn we € L™(G,w;) fiir
ein n € IN gilt.
(d) wy leitet wy (in G) ab (in Zeichen wy =}, wq), wenn wy € L™(G,w,) fiir ein
ne N gilt. O

Falls keine Verwechselung moglich ist, wird auch =, =", =" oder =* ver-
wendet. Die von G erzeugte Sprache kann jetzt durch

L(G)={w | w="w}
beschrieben werden.

Definition 13.4 Es sei G = (X, h,w) ein OL-System. G heifit propagierend oder POL-
System, wenn

e ¢ h(a)
fiir alle a € X gilt. G heifit deterministisch oder DOL-System, falls

card(h(a)) =1

fiir alle a € ¥ gilt. Ist G sowohl propagierend als auch deterministisch, so ist es ein
PDOL-System. Entsprechend heifit die von G erzeugte Sprache POL-, DOL- oder PD0OL-
Sprache. [
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Bei einem DOL-System G = (X, h,w) kann h als Homomorphismus aufgefafit wer-
den. Beispiel 13.1 ist ein nichtdeterministisches POL-System, Beispiel 13.2 ein nicht-
propagierendes DOL-System. Eine bekannte nicht kontextfreie Sprache, die durch ein
OL-System erzeugt wird, wird im néichsten Beispiel angegeben.

Beispiel 13.3 Das PD0OL-System
G = ({a},h,a) mit h(a) =d?

erzeugt die Sprache
L(G)={a® |n>0}. O

Beispiel 13.4 Das DOL-System
G = ({a,b,c},h,a) mit h(a) = abee, h(b) = bee, h(c) =c¢
erzeugt die Sprache
L(G) = {a, abce, abecbeeee, abechececbeeeeee, . . .}

Wir vermuten, dafl die Linge der Worter die Quadrate der natiirlichen Zahlen sind.
In jedem Ableitungsschritt wird zusétzlich zu den vorhandenen Symbolen ein b aus
dem einzigen Symbol a des Wortes erzeugt, aulerdem liefern jedes a und b jeweils
zwei weitere Vorkommen von c¢. Durch Induktion iiber n € IN beweisen wir, dafl das
n-te Wort n — 1 Vorkommen von b, ein Vorkommen von « und n? — n Vorkommen
von ¢ besitzt. Fiir n = 1 ist die Behauptung offenbar erfiillt. Falls die Behauptung
fiir das n-te Wort erfiillt ist, dann enthélt das (n + 1)-te Wort aufgrund des oben
beschriebenen Zuwachses n — 1+ 1 = (n+ 1) — 1 Vorkommen von b, eines von a und
n?—n+2n—1+1)=n* +n=(n+1)?—(n+1) von c. Damit ist auch bewiesen,
da8 das (n + 1)-te Wort aus (n + 1)? Symbolen besteht. O

Beispiel 13.5 Das DOL-System
G = ({a,b,¢c,d},h,a) mit h(a) = abed®, h(b) = bed®, h(c) = cd®, h(d) = d
erzeugt die Sprache
L(G) = {a, abed®, abed®bed®cd®d®, . . .}

Man kann zeigen, dafl die Linge der Worter die Kubikzahlen der natiirlichen Zahlen
darstellen. [

Die Aussagen des folgenden Satzes sind offensichtlich erfiillt.

Satz 13.1 Es sei G = (3, h,w) ein OL-System.
(1) Fiir n € INy und wy, we, v1,vs € X* gelte w; =™ v; und wy =" ve. Dann folgt
wiwe =" v1v9.
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(2) Fiir n € INy und wy, wq, 2 € X* gelte wyws =" z. Dann existieren vy, vy € X*
mit vive = 2, w; =" v; und we =" V.

(3) Fir m,n € INy und w,v,z € ¥* gelte w =" v und v =™ 2. Dann folgt
w="1" 5 [

Definition 13.5 Mit £(0L) bezeichnen wir die Familie der Sprachen, die durch OL-
Systeme erzeugt werden. Entsprechend bezeichnen £(DOL), £(POL) bzw. £(PDOL)
die Familie der Sprachen, die durch DOL-, POL- bzw. PDOL-Systeme erzeugt
werden. [

Satz 13.2 Die Familie &£(0L) ist eine Anti-AFL.

Beweis: Wir miissen zeigen, da§ &£(0L) unter keiner der AFL-Operationen aus Defini-
tion 10.9 abgeschlossen ist.
(a) Wir zeigen, da§ £(0L) nicht unter Vereinigung abgeschlossen ist. Offenbar gilt
{a},{a®} € L(0L). Wire {a}U{a*} = {a,a®} € £(0L), so wiirde ein OL-System
G = ({a}, h,w) mit L(G) = {a,a®} existieren. Fiir w € L(G) gibt es nun zwei
Méglichkeiten.
(1) Ist w = a, so muB a = a® und damit a® € h(a) gelten. Daraus folgt jedoch
a® = a°, was wegen a® ¢ L(G) ein Widerspruch ist.
(2) Ist w = a®, so muB a®> = a gelten. Dann folgt ¢, a € h(a). Damit erhalten
wir den Widerspruch a®* => a? ¢ L(G).
(b) Der Nichtabschluf§ von £(0L) unter e-freier Iteration wird anhand der e-freien

Sprache
L={a?}u{p* |n>2} € £(0L)

gezeigt, die offenbar von dem DOL-System
G = ({a,b},h,a®) mit h(a) = h(b) = b?

erzeugt wird. Wir nehmen an, dafl L™ eine Sprache aus &£(0L) ist. Dann existiert
ein LT erzeugendes 0L-System G’ = ({a, b}, h,w). Da LT e-frei ist, mufl € & h(a)
und ¢ ¢ h(b) gelten. Folglich ist G’ ein POL-System. Die kiirzesten Worter von
Lt sind

a?, a', b1, @b, a?b? und b'a?.

Andere Worter der Sprache sind linger. Da G’ propagierend ist, muf} das kiirzeste
Wort das Axiom sein, also w = a?. Wir schlieBen b ¢ h(a), da anderenfalls die
Ableitung w =g b ¢ Lt zum Widerspruch fiihrt. Damit trotzdem Worter
erzeugt werden konnen, die nur aus Symbolen b bestehen, mufl es ein ¢ > 1 mit
einer Produktion b € h(a) geben. Daraus folgt a ¢ h(a) und a® & h(a), da
anderenfalls die Ableitungen o> = ab® ¢ Lt bzw. > = ¢ a®V' ¢ LT zum
Widerspruch fiihren. SchlieSlich nehmen wir a® € h(a) an. Wegen a? =%, b* €
L7 existiert eine Produktion & € h(a) mit ¢ = 2 oder ¢ = 3. Dabei kommen i = 0
und i = 1 wegen der vorhergehenden Uberlegungen nicht in Frage, und i = 4 ist
in dieser Ableitung wegen ¢ ¢ h(a) nicht moglich. Mit a?,b* € h(a) ergibt sich
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die Ableitung a> = a?b* ¢ Lt und damit ein Widerspruch. Zusammenfassend
stellen wir fest, dafl €, a,a?,a b & h(a) und &,b ¢ h(b) gelten.

Es wird nun gezeigt, dal das Wort a?b* € L% nicht gemifi G’ erzeugbar ist.
Hierzu betrachten wir alle Moglichkeiten, a2b? direkt aus einem anderen Wort
der Sprache zu erzeugen. Dafiir kommen nur die (oben aufgefiihrten) Wérter der
Linge < 6 in Frage.

(@) Aus a®> = a?b" und dem oben bewiesenen Ausschluff von méglichen Pro-
duktionen folgt, daBl eine Zahl i € {1,2} existiert mit a®6* € h(a) und b*~* €
h(a). Dann erhalten wir jedoch auch die Ableitung a? =g a?b'a?b’ ¢ L*.

(8) Die Ableitung a* = a?b* fiihrt analog zu Fall (o) zum Widerspruch.

(v) Aus b = ¢ a?b? folgt, daB das erste, zweite, dritte bzw. vierte Vorkommen
von b in b* durch aw;, we, ws bzw. wsb durch geeignete Worter wy, w,,
wz bzw. wy mit |ws|, |ws| > 1 ersetzt werden mufl. Die entsprechenden
Produktionen kénnen auch in einer anderen Reihenfolge verwendet werden,
man erhiilt so eine Ableitung b* = ¢ wowsaw,w4b = v mit einem Wort v €
Lt der Linge 6. Das einzige Wort aus Lt mit diesen Eigenschaften ist jedoch
v = a?b. Dies steht im Widerspruch dazu, da wywsa mit |wyws| > 2 ein
Préfix von v ist.

(6) Die Ableitungen a® =@ a?b? und b*a? = a®b* erfordern beide b € h(a),
was jedoch oben bereits ausgeschlossen werden konnte.

Das Wort a?b? € L+ ist also nicht gemiB G’ erzeugbar.

£L(0L) ist nicht abgeschlossen unter Durchschnitt mit reguléren Sprachen, da
{a¥ | n € Ny} € L(0L) (siehe Beispiel 13.3) und {a,a'} € L3 gilt, jedoch
{a®" | n € Ny} N{a,a'} = {a, a'} keine Sprache aus £L(0L) ist. Dies kann analog
zum Beweis von {a,a®} ¢ £L(0L) in (a) gezeigt werden.

Der Nichtabschlul von £(0L) unter e-freiem Homomorphismus wird anhand
des e-freien Homomorphismus ¢ auf {a}* mit ¢(a) = a® gezeigt. Die Sprache
{e,a,a®} wird von dem OL-System ({a},”’,a?) mit A'(a) = {¢,a} erzeugt und
gehort daher zu £(0L). Falls nun

o({e,a,a’}) = {e,a® a'} € L(OL)

ist, so wird diese Sprache von dem OL-System G = ({a}, h, w) erzeugt. Fiir w gibt
es nur zwei Moglichkeiten. Ist w = a®, so existiert eine Ableitung a® =g a'®
und damit ein 4 > 1 mit ¢’ € h(a). Daraus folgt jedoch a'® =>4 a'%, also ein
Widerspruch. Ist w = a'?, so existiert die Ableitung a!® = a®, woraus, da
a’ € h(a) mit 4 > 1 zum Widerspruch fiihrt, € € h(a) und a € h(a) geschlossen
werden kann. Dann existiert jedoch auch die Ableitung a'® =>¢ a, was ebenfalls
ein Widerspruch ist.

Der Nichtabschlu8 von £(0L) unter inversem Homomorphismus kann z.B. an-
hand des Homomorphismus h(a) = a? und der 0L-Sprache {a} gezeigt werden,
da h™'({a}) = 0 & £L(0L) gilt. Es existieren jedoch auch weniger triviale Gegen-
beispiele.

Zusitzlich zeigen wir, dal &£(0L) nicht unter Konkatenation abgeschlossen ist.
Dies gilt, da sowohl {a} als auch {e,a?} Sprachen aus o£(0L) sind, ihre Konka-
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tenation {a}{e, a?} = {a,a®} nach Teil (a) des Beweises jedoch nicht. [

Satz 13.3 £(0L) ist nicht unter Substitution, EUA-Abbildung und inverser EUA-
Abbildung abgeschlossen.

Beweis: Wegen {w} € £(0L) fiir beliebige Worter w folgt aus dem Abschluf8 unter
Substitution sofort der Abschluf unter Homomorphismus. Dasselbe gilt fiir den Ab-
schluB unter EUA-Abbildung, da jeder Homomorphismus A : V7 — V¢ durch einen
endlichen Ubersetzungsautomaten mit der Zustandsmenge S = {s¢}, Endzustands-
menge S; = S und der Produktionenmenge {spa — vsq | h(a) = v,a € V;} dargestellt
werden kann. Bei AbschluB unter inverser EUA-Abbildung wiirde entsprechend der
Abschlufl unter inversem Homomorphismus folgen. [

Mit £(fin) bezeichnen wir die Familie der endlichen Sprachen.

Satz 13.4 In £(fin), £3 — L(fin), L2 — L3 und £; — Ly existieren sowohl Sprachen,
die in £L(0L) liegen, als auch solche Sprachen, die nicht in £(0L) liegen.

Beweis: (a) Die Sprachen {a} € £L(fin) und {a}* € L3 — L(fin) sind offenbar OL-
Sprachen. Die Sprache {a’ba’ | i € Ny} gehdrt zu (L5 — £3) N L(0L), da sie
von dem OL-System ({a,b},{a — a,b — aba},b) und von der kontextfreien
Grammatik ({Xo}, {a, b}, Xo, { X0 — aXoa, Xy — b}) erzeugt wird. Andererseits
ist sie nach dem Beweis von Satz 3.8 keine Typ-3-Sprache. Die Sprache {a?" |
n € Ny} ist vom Typ 1 (siehe [23], Example 2.4), jedoch nach Satz 5.9 nicht
kontextfrei. Das gilt dann auch fiir die Sprache {a?} U {0*" | n € IN,n > 2}, die
nach dem Beweisteil (b) von Satz 13.2 eine OL-Sprache ist.

(b) Wir geben Sprachen der genannten Familien an, die keine OL-Sprachen sind. In

L(fin) ist dies nach dem Beweis von Satz 13.2 die Sprache L; = {a, a’}.
Offensichtlich gehért Ly = {a,a®} U {b" | n > 4} zu £3 — L(fin). Wir nehmen
an, dal Ly von einem OL-System G = ({a, b}, h,w) erzeugt wird. Wire a* € h(b)
mit g > 1, dann ergibe sich die Ableitung b =>¢ w mit einem Wort w, das
mindestens vier Symbole a enthélt. Ein solches Wort kommt in L nicht vor, so
daB w = a oder w = a® gelten muB. Dann existiert die Ableitung a =>¢ a® oder
die Ableitung a® = ¢ a. Beide fiihren wie in dem Beweis von Satz 13.2 zu einem
Widerspruch.
Wir betrachten Ly = {a'b’ | i € IN} € £ — £3. Es werde L3 von einem 0L-
System G = ({a, b}, h,w) erzeugt. Dann gilt h(a) C a* und h(b) C b*, da sonst
Worter mit einer falschen Reihenfolge der Buchstaben a und b erzeugt werden
konnten. Fiir je zwei Worter a” € h(a) und o € h(b) mit v,y € IN gilt v = p,
da anderenfalls Worter a’d” mit i # i’ abgeleitet werden kénnten. Das System
ist also deterministisch. Da Wérter mit beliebig groem ¢ zu L; gehéren, muf
v = i > 1 gelten. Somit ist G ein PDOL-System. Folglich ist w = ab, und es mufl
die Ableitung ab =>¢ a?b? geben. Dann kann nur v = pu = 2 gelten. Somit ist
a®b® € Lj nicht gemiB G erzeugbar.
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Nach den Uberlegungen aus (a) gilt Ly = {a®*} U {a®" | n € IN;} € £, — £5. Es
werde L4 von einem 0L-System G = ({a}, h,w) erzeugt. Dann muf a* € h(a) fiir
ein ¢ > 1 gelten. Ist weiter & € h(a), so erhalten wir (a‘)* C L, und somit einen
Widerspruch. Folglich ist G ein POL-System. Das Axiom muf} @ sein, und um a?
zu erzeugen, bendtigen wir die Produktion a? € h(a). a® € L, kann nur aus a
oder a? direkt erzeugt werden. Im ersten Fall erhalten wir a® € h(a) und daher
den Widerspruch a? =>¢ a® ¢ L,. Im zweiten Fall folgt a,a? € h(a) und somit
L, = {a}*, was der Gestalt der Sprache widerspricht. [

Satz 13.5 (a) Jede Sprache, die von einem OL-System G = (X, h,w) mit a € h(a) fiir
alle a € 3 erzeugt wird, ist kontextfrei.
(b) Fiir jede kontextfreie Sprache L existiert ein OL-System G und ein Alphabet A
mit L = L(G) N A*,

Beweis: (a) Es sei G = (3, h,w) ein 0L-System mit a € h(a) fiir alle a € 3. Dann
braucht nur ein Symbol eines vorgelegten Wortes aus L(G) ersetzt zu werden,
um ein weiteres Wort aus L(G) zu erhalten. Daher kann durch

Vv ={N, | a € X},
wy=Ng ...N,, flirw=a;...a, und
FN:{Na—)NbI...me |b1...bm6h(a),m617V0,aEZ}

eine kontextfreie Grammatik
Gy = (VNU{Xo}, 2, Xo, FnU{Xq = wy}U{N, wa|a€X})

definiert werden, die offenbar zu G dquivalent ist.
(b) Die Sprache L werde von einer kontextfreien Grammatik (Vi, Vi, Xy, F) erzeugt.
Mit der Definition des 0L-Systems

G=(VNUVT,FU{CL—)CL|aEVNUVT},XO)

erhalten wir L = L(G) NV, O

Es kann sogar £(0L) & &£ gezeigt werden. In Satz 13.28 wird ein umfassenderes
Ergebnis bewiesen.

Zum Abschlufl dieses Paragraphen werden Aussagen iiber Entscheidbarkeits- und
Unentscheidbarkeitsfragen fiir 0L-Systeme vorgestellt. Dafiir dient der folgende Satz
als Vorbereitung.

Satz 13.6 Fiir jedes OL-System G = (X, h,w) existiert eine natiirliche Zahl £(G), so
daf jedes nichtleere Wort w € L(G) eine Ableitung

W=W)y— W — ... —= W, =W

mit |w;| < k(G) - |w| fiir alle 4, i = 0,. .., v, besitzt.
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Beweis: Das Alphabet X besitze n Elemente. Es werde

r  =max{|w|| w € h(a),a € T},
s  =max{|w| | w e L¥{G),i=0,1,...,n} und
k(G) = max{s,r"*'}

gesetzt. Zu jeder Ableitung D von w gemifl G gehort ein Ableitungsgraph, bei dem alle
Blétter, die nicht mit £ markiert sind, den gleichen Abstand vom Axiom w besitzen.
Eine Ableitung heifit reduziert, falls der zugeordnete Graph keinen Teilbaum T mit
den folgenden beiden Eigenschaften enthilt:

(1) Alle Blétter von T sind mit € markiert,

(2) T enthilt einen Weg mit zwei Knoten, die dieselbe Marke besitzen.
Fiir jede Ableitung D eines Wortes w gemif G existiert eine reduzierte Ableitung
von w. Dies sehen wir wie folgt ein. Wir betrachten den Ableitungsgraphen von D.
Es sei T ein Teilbaum von D mit den Eigenschaften (1) und (2), und a sei die geméis
(2) mehrfach auftretende Marke. Der Teilbaum von 7', der von dem Knoten mit der
Marke a ausgeht, der dem Axiom w am néchsten ist, wird durch den Teilbaum von T
ersetzt, der von dem Knoten mit der Marke a ausgeht, der von w am weitesten entfernt
ist. Dies machen wir uns an dem folgenden Beispiel klar. Der Ableitungsgraph (mit
w = ab)

b € ¢ £ € €
| o |
b a ¢ b a c
| NS
a a p @ a c
N NS
a b

wird zu

S/ O — O

reduziert. Zur Reduzierung von D mufl das Verfahren ggf. wiederholt werden.
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Es sei
D w=w=—=w = ... = w, = w.

die reduzierte Ableitung von D. Das Vorkommen eines Buchstaben a in einem Wort w;
mit 2 = 0,...,v nennen wir unproduktiv, falls a die Marke der Wurzel eines Teilbaums
ist, dessen Blétter alle mit € markiert sind. Anderenfalls heifit das Vorkommen produk-
tiv. Wird € von einem Symbol in einem Wort der reduzierten Ableitung D' abgeleitet,
dann erfolgt dies in hochstens n Schritten, da anderenfalls mindestens ein Buchstabe
von ¥ auf dem entsprechenden Pfad zu £ mehrfach auftreten wiirde. Daher hat jeder
Teilbaum, der von einem unproduktiven Vorkommen ausgeht, hchstens die Héhe n.

Die Aussage des Satzes wird nun in zwei Fallunterscheidungen bewiesen. Fiir i <n
gelten wegen w; € L(G) und w # ¢ die Ungleichungen

wil <'s <5+ [w] <K(G) - |w].

Fiir ¢ > n wird das Wort w;_(,11) betrachtet. Da w; in n + 1 Ableitungsschritten aus
Wi—(n+1) €rzeugt wird, tragen die unproduktiven Vorkommen von w;_(,1) nicht mehr
zu w; bei, hochstens die produktiven Buchstaben in w;_¢,11) wirken sich auf w; aus.
Mehr als |w| produktive Vorkommen kann es aber in w;_(,11) nicht geben. Folglich

erhalten wir
il < 7™ w] < K(G) - fw]. O

Satz 13.7 Das Wortproblem fiir OL-Systeme ist entscheidbar.

Beweis: Falls bereits £(0L) C £ gezeigt wire, so wiirde schon aus Satz 7.1 das
Ergebnis folgen. Wir wollen hier jedoch einen direkten Beweis angeben.

Es sei GG ein OL-System und w ein beliebiges Wort. Fiir w = € kann durch Betrach-
tung der Produktionen festgestellt werden, ob £ € L(G) gilt oder nicht. Ist w # e,
dann kann die Zahl k(G) gemiB Satz 13.6 effektiv berechnet werden. Wir definieren
fiir jedes n € INy die Menge

K, (G,w) ={v |v € L(G),v besitzt eine Ableitung D der Linge < n mit
w=v =...= vl =wvund || <k(G) - |wl}.
Dann gilt fiir jedes n € IN,
K, 1(G,w) = K,(G,w) U {v | \/ V=0, v| < k(G) - |w|}.
v €Kn(G,w)
Die Mengen K, (G, w) sind effektiv berechenbar, wir erhalten K,,(G,w) C K, 11(G,w)
fiir alle n € INy, und es gilt

1 = card(Ko(G,w)) < card(K (G, w)) < ... < p,

wobei p die Anzahl der Worter v mit |v| < k(G) - |w| ist. Somit existiert ein ¢t € Ny
mit K;(G,w) = Ki11(G, w). Dann ergibt sich K(G,w) = Ky (G, w) fiir alle m > ¢.
Wir erhalten die Aquivalenz

we€ L(G) <= we OKi(G,w) = K;(G,w).

=0
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Folglich ist in endlich vielen Schritten entscheidbar, ob w € L(G) gilt oder nicht. O
Satz 13.8 Das Aquivalenzproblem fiir OL-Systeme ist unentscheidbar.

Beweis: Der Satz wird bewiesen, indem gezeigt wird, dafl aus der Entscheidbarkeit des
Aquivalenzproblems fiir 0L-Systeme die Entscheidbarkeit des Postschen Korrespon-
denzproblems iiber einem zweielementigen Alphabet folgt. Dies ist jedoch nach Satz
8.7 unentscheidbar.

Es sei ein beliebiges Postsches Korrespondenzproblem

PCP = (3,n,a,B) mit ¥ = {a,b}, o= (a1,...,0,) und 8= (B4,...,5)
gegeben. Mit Hilfe eines neuen Alphabetes
V ={S,A,B,C,D,E,F}

wird ein OL-System G(PCP) = (V UX, h,w) mit w = S definiert, wobei h durch die
Produktionen R
S s>oEB firi=1,...,n,
S s zAx firz €3,
S —waxBy firz,ye X,z #y,
A —>zAx  fiirz € X,
A—zBy firz,ye Xz #y,
A —aC fiir z € 3,
A—Fz fiir x € X,
B —zxB fiir x € X,
B — Bx fiir x € X,
B—D,
C —zC fiir z € 3,
C - D,
D— D,
E—)aiEEi firi=1,...,n,
F—aF fiir x € X,
F—D,
T = fiir x € X

bestimmt ist. Hierbei ist durch @ das Spiegelwort eines beliebigen w € ¥* gekenn-

zeichnet. AuBerdem wird ein 0L-System H(PCP) = (V UX, hy,w) definiert, wobei h;
alle Produktionen von A enthilt und zusétzlich noch die Produktion

E — D.
Die von G(PCP) und H(PCP) erzeugten Sprachen lauten nun
L(G(PCP)) ={S} U{wAw | w € Xt}
U {wzzBuy® | w,u,z € ¥*, z,y € L,x # y}
U{wzCw | w,z € &1}
U{wFz00 | w,z € 7}
U{wDtu | w,u € ¥, w # u}
U{wET | w=ay,...,05,u=Bi,...,B,t > Li1,...,i: € {1,...,n}}
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und

L(H(PCP)) =
L(G(PCP))U{U)D?Hw=ail,...,ait,u=/Bi1,...,ﬂit,t2 1,%9,...,% € {1,,%}}

Die Betrachtung der Sprachen zeigt, dafi genau dann L(G(PCP)) # L(H(PCP))
gilt, wenn das Postsche Korrespondenzproblem PCP eine Lésung besitzt. Aus der
Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir OL-Systeme wiirde die Entscheidbarkeit

des Postschen Korrespondenzproblems iiber zweielementigen Alphabeten folgen, ein
Widerspruch. [

Es kann gezeigt werden (siehe [22], Theorem I11.2.4), daB das Aquivalenzproblem
fiir DOL-Systeme entscheidbar ist.

13.2 EOL- und ETOL-Systeme

Definition 13.6 G = (X, H,w,A) heift ETOL-System, wenn die folgenden Eigen-
schaften erfiillt sind:

(a) X ist ein Alphabet,

(b) H ist eine nichtleere endliche Menge von nichtleeren endlichen Substitutionen

auf 3,

(c) we X* (das Aziom) ,

(d) A C X (das Terminalalphabet A).
L(G) ={w e A* | w = woder w € hy(...(hg(w))...) mit hy,...,hy € H, k € IN}
heifit die von G erzeugte ETOL-Sprache. [

H wird auch als die Menge der Tafeln h € H bezeichnet.

Definition 13.7 (a) G = (X, H,w) heifit TOL-System, falls (X, H,w,X) ein ETOL-
System ist.
(b) G = (2, h,w, A) heiBt EOL-System, falls (X, {h},w, A) ein ETOL-System ist. O

Wie bei den OL-Systemen werden propagierende und deterministische derartige
Systeme definiert, z.B. EPTOL-, EDOL- oder EPDTOL-Systeme. Die entsprechenden
Sprachfamilien werden mit £(ETOL), £(TOL), £L(EOL), £L(EDOL) usw. bezeichnet.
Die Ableitungsrelationen =, =% oder =>* werden wie iiblich gegeben.

Als unmittelbare Folgerung der Definitionen erhalten wir den folgenden Satz.

Satz 13.9 Es gelten die Inklusionen
(a) L(0L) C L(TOL) C L(ETOL) und £(0L) C L(EOL) C L(ETOL) sowie
(b) L(EPDTOL) C L(EDTOL) C £L(ETOL) und L(EPDTOL) C £L(EPTOL) C
L(ETOL). O

Die Aussagen von Satz 13.9(b) gelten natiirlich auch fiir die Familien der OL-, TOL-
oder EOL-Sprachen.
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Satz 13.10 Es gilt £L(fin) C £L(EOL).

Beweis: Es sei L = {wy, ..., wy} fiir £ € IN eine endliche Sprache iiber dem Alphabet
>.. Das EQOL-System

G = (2U{S},h,S, %) mit h(S) = {wy,...,w} und h(z) = {z} fir allez € ¥

erzeugt L. Ist L = (), so wird L durch G = ({X,a}, h, X, {a}) mit h(z) = {z} fiir alle
z € {X,a} gegeben. [

Beispiel 13.6 Es sei G = (X, h, S, A) ein EOL-System mit
¥ ={S,A,B,C,A,B,C,F,a,b,c} und A ={a,b,c}.

Die Substitution A sei durch die Produktionen

S — ABC,

A—AA, A—a, A A Aq,
B—BB, B—»b, B— B, B-—b,
C—-CC, C—=c, C—=C, C—c,
a -F , b -F, ¢ —>F, F—=F

definiert. Ein Ableitungsgraph fiir a26%c? ist durch

S
A A B B C C
| | |
a b c

gegeben. Dagegen kann der Baum

e —— s
BN
o —
2
Ql — 4l
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zu keinem Ableitungsgraphen eines beliebigen Terminalworts fortgesetzt werden. Wird
ein Terminalsymbol eingefiihrt, so wird daraus im néchsten und den folgenden Schrit-
ten das ,,Fehlschlagsymbol“ F. Um ein Terminalwort zu erhalten, miissen gemifl G
alle Symbole des Wortes ,,auf einen Schlag® erzeugt werden. [

Ein ETOL-System, das wie das System aus Beispiel 13.6 alle Symbole eines Termi-
nalwortes auf einen Schlag erzeugt, wird auch synchronisiertes System genannt.

Definition 13.8 Ein ETOL-System G = (X, H,w, A) heifit synchronisiert, wenn fiir
alle a € A und w € ¥* mit ¢ =T w die Beziehung w ¢ A* folgt. O

Satz 13.11 Es existiert ein Algorithmus, der zu jedem beliebigen EOL-System G’ ein
dquivalentes synchronisiertes EQL-System G konstruiert. Dabei ist G propagierend,
wenn auch G’ propagierend ist.

Beweis: Es sei G' = (3, h',w’, A) ein EOL-System. Mit Hilfe eines neuen Symbols w
wird zunéchst ein dquivalentes EOL-System G; = (21, hy,w, A) mit

¥ =Y U{w}, hi(z) = H(z) fiir alle z € X' und hy (w) = {w'}

definiert. Wir setzen A = {a@ | @ € A} und fiihren ein weiteres Symbol F ¢ ¥; U A
ein. Damit ist das Alphabet
Y=Y, UAU{F}

gegeben. Fiir ein Wort w = a; ...a, € X7, n € IN, werde w = b; ... b, € X* durch

{ a; fira; € A

b; =

a; sonst

definiert. Speziell gilt £ = €. Wir konstruieren ein EOL-System G = (X, h, @, A), wobei
h durch die Produktionenmenge

{a—=w|laed—Aweh(a}U{a—sw|ael —Awe h(a)}
U{la— o |aeAweh(a)}U{a—w|aeAweh(a)}
U{a— Flae AU{F}}

bestimmt wird. Offenbar ist G synchronisiert. Die Ableitungen gemifl G; werden in G
in ,,gequerter* Form simuliert, wobei im letzten Schritt die Terminalsymbole eingefiihrt
werden. Es gilt L(G) = L(G,) = L(G'). Wir erkennen sofort, daf§ G propagierend ist,
wenn es auch G’ ist. O

In Satz 13.10 hatten wir gesehen, dal im Gegensatz zur Familie £(0L) die Familie
£L(EOL) alle endlichen Sprachen enthélt. Sie ist auch keine anti-AFL.

Satz 13.12 L(EOL) ist abgeschlossen unter Vereinigung, Konkatenation und e-freier
Iteration.
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Beweis: Es seien Ly = L(G;) und Ly = L(G,) Sprachen, die von EOL-Systemen G; =
(31, h1,S1, A1) und Gy = (9, ha, Se, Ag) erzeugt werden. Nach Satz 13.11 koénnen wir
ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dafl G; und G5 synchronisiert sind.
Der Beweis zeigte auch, dal dabei S} € X1 — Ay und Sy € ¥y — Ay gewdhlt werden
kann. AuBerdem gelte ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

(21—A1)022=®und (Eg—Ag)ﬂElz(Z),

was Zu
21 022 == Al ﬂAQ

dquivalent ist. Es seien S, §1 und 5/‘\2 neue Symbole. Die Abschlufleigenschaften werden

wie folgt bewiesen.
(a) Wir konstruieren das EOL-System G = (2; UX, U {S}, h, S, A1 U Ay) mit

[ hi(a), fallsae; -
pa={ e s, wdAS) = (5,5

Da die gegebenen Systeme synchronisiert sind, kann aus einem Wort mit einem
Vorkommen eines a € Y1 N Yo = A; N Ay weder geméfB Ay noch geméf hy ein
Terminalwort erzeugt werden. Folglich erzeugt G die Sprache Ly U Lo.

(b) Das EOL—System G = (21 U 22 U {S, Sl, SQ}, h, S, Al U AQ) mit

h(a) = { hi(a), fallsa€ X, —

hg(a), falls a € 22 — Al

h(S) = {5155}, h(S1) = {S1, 5.} und R(S,) = {Ss, s}

erzeugt die Sprache L Ly. Dabei sorgen die Produktionen §1 — §1 und 5/‘\2 — 5/‘\2

fiir die Synchronisation von G.
(c) Das EOL-System G = (X; U {S},h, S, A;) mit

h(a) = hi(a) fiir a € ¥; und A(S) = {S,SS, S}
erzeugt offenbar die Sprache L. O

Fiir ein Wort w iiber einem beliebigen Alphabet ¥ bezeichne alph(w) im folgenden
die Menge aller in w enthaltenen Symbole aus 3.

Satz 13.13 Es existiert ein Algorithmus, der zu jedem EOL-System H ein EPQL-
System G mit L(G) = L(H) — {¢} konstruiert.

Beweis: Es sei H = (X, h,w, A) ein EOL-System. Falls L(H) endlich ist, ist die Aussage
nach Satz 13.10 offensichtlich erfiillt. Im folgenden nehmen wir daher an, da§ L(H)
unendlich ist, wobei wir nach dem Beweis von Satz 13.11 die Giiltigkeit von w = § €
>— A voraussetzen konnen. Zunéichst wollen wir die intuitive Beweisidee verdeutlichen.
Wir gehen von einem Ableitungsbaum in H fiir das Wort bab? aus.
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S

/\

PN SN
@ a

/ \
A A a £ € a B
| | / |
€ B a b b a
| | |
€ b a b b

Dieser Ableitungsbaum soll in G derart simuliert werden, daf die von den eingekreisten
Knoten ausgehenden Teilbdume nicht vorkommen, da diese Knoten unproduktive Vor-
kommen repriisentieren. Die wegzulassenden Teilbdume werden sich zunéchst dadurch
gemerkt, dafl die zugehorigen unproduktiven Vorkommen in den jeweiligen Schritten
als zweite Komponente der jeweiligen Marken der produktiven Vorkommen notiert
werden. Man merkt sich also die Symbole, die man in das leere Wort ableiten méchte.

5,0
/ \
1B, (4] c,0)
. (O} B, (4,0}
/N
. 4] .0 3,0
/N
o, (B [b,‘w] [b,‘w] 0.0
[b, 0] a, 0] [6,0] [b,0]

Erst in der letzten Stufe sind keine unproduktiven Vorkommen mehr vorhanden. Dann
kann bab? durch einen weiter unten beschrieben Synchronisationsmechanismus erzeugt
werden. Da vorab nicht bekannt ist, ob ein Vorkommen unproduktiv ist, miissen alle
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Moglichkeiten solcher Bdume beriicksichtigt werden.
Formal wird zu H das EPOL-System G = (V, g, [S, 0], A) konstruiert. Wir setzen

V=WVU{FlUAmit Vi ={[a,Z] |a€ X, Z C E}.

Die Substitution g wird wie folgt definiert:
(1) Firallea € ¥mit by ...b; € h(a), by,...,by € X, k > 2, und alle Z C X erhalten
wir

[bi17Zi1][bi27 Ziz] s [bizﬂ Zip] € g([“? Z])v

falls die folgenden Eigenschaften erfiillt sind:
Esgilt1 <4 <ix<...<i, <kund

Zi1 = alph(b1b2 . bil—l) U alph(bi1+1bi1+2 . bi2_1),
ZZ']. = alph(bij+1bij+2 Cas bij+1—1) fiir 2 S j S y 1 sowie
Zip = alph(bip+1bip+2 “as bk) uZz

fiir p > 2 und
Zi1 = alph(b1b2 . bil—l) U alph(bi1+1bi1+2 . biz—l) U ZI
fiir p = 1 mit jeweils

Z'esucey(Z)={U C X | \/ alph(w) = Z, alph(we) = U, w; =g wa}.

w1,waEX*

(2) Fir alle ¢ € ¥ mit b € h(a) und alle Z C ¥ gilt
[b, Z'] € g([a, Z]),

falls Z' € succy(Z) gilt.
(3) Fiir alle a € X mit € € h(a) und alle Z C X gilt F € ¢([a, Z]).
(4) Fiir alle a € A gilt a € g([a, 0]).
(5) Es gilt g(F) = {F} und g(a) = {F'} fiir alle a € A.
Durch (4) und (5) wird die Synchronisation erreicht. [

Bis auf das in den Sprachen von £(EOL) eventuell vorhandene leere Wort & stimmen
£L(EOL) und £L(EPOL) iiberein. Offensichtlich ist die Konstruktion des Beweises auch
fiir ein gegebenes ETOL-System H richtig, wobei jeder Tafel von H genau eine Tafel
von G zugeordnet wird. Somit ist Satz 13.13 auch fiir ET0L-Systeme erfiillt.

Da jedes EOL-System ein spezielles ETOL-System ist, gilt der folgende Satz auch
fiir EOL-Systeme.

Satz 13.14 Es existiert ein Algorithmus, der fiir ein beliebiges ETOL-System G ent-
scheidet, ob ¢ € L(G) gilt oder nicht.

Beweis: Es sei G = (X, H, S, A) ein ETOL-System. Wir kénnen ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit S € ¥ — A annehmen. Weiter werde p = card(X) und n = 2° gesetzt.
Wir definieren rekursiv eine Folge A;, As, ... von Mengen von Teilmengen von ¥ durch
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(1) Ai={W | VW={a|a—pe}}und
heH
(2) A =A4u{W| V W={al| V a—pu}}firalei>1
heH,ZcA; uezZ*
Offenbar sind alle A; endlich und effektiv konstruierbar. Wir erhalten die folgenden

Aussagen:

(a) Fiir alle ¢ > 1 gilt A; C A;4;. Fir alle j > n ist A; = A; ;. Dann folgt A; C 4,
fiir alle 2 > 1.

(b) Fiir alle ¢ > 1 und alle W € A; existiert eine Zahl k£ < 4, so daf} es fiir alle
r € W+ eine Ableitung z =" ¢ gibt.
Wir beweisen diese Aussage durch Induktion iiber i. Fiir 4 = 1 ist die Aussage
wegen (1) erfiillt. Wir nehmen an, dafl die Aussage fiir 4 richtig ist. Fiir eine
Menge W € A;;, sind wegen (2) zwei Félle zu unterscheiden.

(o) Fiir W € A; existiert nach Induktionsvoraussetzung eine Zahl k mit £ <
i <1i+1,s0 daB es fiir alle z € W+ eine Ableitung z =" ¢ gibt.

(B) Es gelte W ={a| \ a—p,u} mith e Hund Z € A;. Fiir jedes u € Z*
uczZ*

existiert nach Induktionsannahme eine Ableitung © =% & mit einer Zahl
k < i. Fiir alle z € W erhalten wir dann eine Ableitung

x=a1...am=>hu1...um=>k5mitu1,...,umGZ*

der Lénge k +1 < ¢+ 1.

(c) Fiir alle z € ©F mit z = ¢ existiert eine Menge W € A;, so daB jedes Symbol
von z ein Element von W ist.
Auch hier erfolgt der Beweis durch Induktion. Fiir £ = 1 ist die Aussage wegen
(1) erfiillt. Wir nehmen an, da8 sie fiir ein k richtig ist. Es werde eine Ableitung
x =**1 ¢ betrachtet. Diese kann mit einem Wort z’ als eine Ableitung

=1 =F¢

dargestellt werden. Wegen der Induktionsannahme existiert zur Ableitung
1’ =¥ £ eine Menge W' € Ay, so daB jedes Symbol von z' ein Element von W'
ist. Wegen (2) ist dann jedes Symbol von z ein Element einer Menge W € Agy.
(d) Fiir alle z € 7 existiert die Ableitung x =% ¢ genau dann, wenn eine Menge
W € A, existiert, so dafl jedes Symbol von z ein Element von W ist.
Gilt z =7 ¢, so folgt z =F ¢ fiir ein £ > 1 und somit wegen (a) und (c)
die Behauptung. Wegen (b) gilt umgekehrt, daff eine Zahl £ < n existiert mit
r =F¢, d.h., es gilt 1 =7 «.
Aus der Aussage (d) folgt, daB ¢ € L(G) genau dann erfiillt ist, wenn eine Menge
W € A, mit S € W existiert. Da A, effektiv konstruierbar ist, ist die Frage, ob
e € L(G) gilt, entscheidbar. O

Nach Satz 13.13 und Satz 13.14 kann jede EOL-Sprache aus einem EPOL-System
(3, h, S, A) gewonnen werden, wobei ggf. zusétzlich ein Symbol S’ und zwei Produktio-
nen S’ — ¢ und S’ — S zur Erzeugung des leeren Wortes eingefiihrt werden miissen.
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Mit Satz 13.16 werden wir sehen, dafl eine entsprechende Aussage auch fiir ETOL-
Sprachen gilt. Die ndchsten beiden Sétze liefern gewisse Normalformeigenschaften fiir
ETOL-Systeme.

Satz 13.15 Es existiert ein Algorithmus, der zu jedem ETOL-System G ein #quiva-
lentes ETOL-System G = (%, H,w, A) mit card(H) = 2 konstruiert.

Beweis: Es sei G = (¥, H,w,A) ein ETOL-System mit H = {hi,...,h,}. Dazu kon-
struieren wir ein #quivalentes ETOL-System G = (¥, H,w,A) mit zwei Tafeln. Wir

setzen ~ ~
Y=Ala,i]|aeX,1<i<r}UX

und H = {hy, ho} mit
hi(a) = {[a, 1]} fiir a € %,
) = {l

a,i+1]} firae £,1<i<r—1,
{la,1]} fira € ¥

B

2,

S—’
Il

und _
hy(a) = {a} fiir @ € X und
ha([a,i]) = hi(a) fira € 3,1 <i < 7.

Ein Ableitungsschritt
W) =>g we Mit w1 =ay...ap, aj €5, Wy =uy... Uy, u; € hi(ay),
wird dann geméfl G durch
ap...an =>p, [a1,1] .. [an, 1] =>4, ... =5, [01,17] ... [Qn, 0] =>py UL Up

simuliert, womit L(G) C L(G) bewiesen ist. Da offensichtlich L(G) C L(G) gilt, folgt
die Behauptung. U

Es kann gezeigt werden, dafl ein solches Ergebnis nicht fiir TOL-Systeme gilt.

Satz 13.16 Es existiert ein Algorithmus, der zu jedem ETOL-System G, ein EPTOL-
System G = (2, H,w, A) mit L(G) = L(Gy) — {&} konstruiert, so dafl w € ¥ — A gilt
und ein Symbol F' € ¥ — (AU{w}) sowie Tafeln h;, hy € H (Fehlschlagsymbol, initiale
und terminale Tafel) existieren mit folgenden Eigenschaften:
(a) Esist hr(w) C (X = (AU{w}))™, und fiir a € 3, a # w gilt hi(a) = {a}.
(b) Es gilt hr(a) € AU {F} fir a € ¥ — (AU {w,F}) und hr(a) = {a} fiir
a € AU{w, F}.
(c) Ist h € H—{hs,hr},soist h(a) C (X — (AU{w, F}))" fira € ¥ — (AU{w, F})
und h(a) = {a} fiir a € AU {w, F}.

Beweis: Es sei Gy = (X9, Hy,wp, A) ein ETOL-System. Wir nehmen an, da L(Gy) # 0
und L(Gy) # {e} gilt, da anderenfalls die Aussage des Satzes trivialer Weise erfiillt ist.
Zunichst fithren wir die Konstruktion aus dem Beweis von Satz 13.13 fiir jede Tafel aus
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Hy durch und erhalten dadurch ein EPTOL-System Gy = (X1, Hy,wi, A) mit L(G;) =
L(Gy) — {¢}. Im folgenden definieren wir das EPTOL-System G = (¥, H,w, A). Wir
setzen A = {@ | a € A}, und mit zwei weiteren neuen Symbolen w und F' ist das

Alphabet
Y=Y UAU{w, F}

des Systems G bestimmt. Wir geben einen Homomorphismus ¢ : 3 — ((X;— A)UA)*

durch

(a) = a, fallsae —A
P =1 a fallsacA

an. Die Menge B
H = {h[,hT}U{h | h e Hl}

der Tafeln wird im folgenden bestimmt. Es werde

he(w) = {enl, ]
hi(a) = {a} fir a € ¥; UAU{F} und

hr(a) = {a} fira € A,
hr(a) = {F} fir a € ¥ — (AUA U {w, F'}) sowie
hr(a) = {a} fir a € AU {w, F}
gesetzt. Fiir jedes h € H, definieren wir
h(a) = {p(a) | a € h(a)} fir a € £y — A,
h(@) = {¢(a) | @ € h(a)} fiir a € A und
h(a) = {a} fiir a € AU {w, F}.
G ist offenbar ein EPTOL-System. Mit der Bezeichnung @; = ¢(w;) erhalten wir
Wi =p, Wy = ... =, w € AT gemi G,
genau dann, wenn
W=p, wy =>f, W) = ... = 0 =p, w € AT gemidf G

gilt. Es folgt L(G) = L(Gy). Offensichtlich sind die Aussagen (a) bis (c) erfiillt.

Unmittelbar folgt

Satz 13.17 Essei G = (X, H,w, A) ein EPTOL-System wie in Satz 13.16. Dann gelten

die folgenden Eigenschaften:

(a) Es sei w € L(G). Dann wird in jeder Ableitung D von w gemé G die initiale
Tafel im ersten Schritt und die terminale Tafel im letzten Schritt benutzt, sofern
in D nicht die Schritte w = w und w = w benutzt werden. Es existiert eine
Ableitung von w gemif G, bei der die initiale und die terminale Tafel jeweils

genau einmal benutzt werden.
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(b) Es sei w € £t und w = wy = w; = ... = w, = w eine Ableitung von w
gemifB G. Falls es existiert, sei ig € {0,...,n} das kleinste Element, fiir das w;,
ein Vorkommen eines Symbols aus A U {F'} enthélt. Dann folgt

wi, € (AU{F}T und w; = w;, fiir alle j,50 < j<n. O

Satz 13.18 Es existiert ein Algorithmus, der zu jedem ETOL-System G, ein EPTOL-
System G = (X, H,w,A) mit L(G) = L(Gy) — {¢} mit den folgenden Eigenschaften
konstruiert:
(a) we X —A.
(b) Es existiert ein F' € ¥ — (AU {w}), so daB8 h(F) = {F} und h(a) = {F'} fiir alle
a € A und h € H erfiillt ist.
(c) Fiir alle @ € ¥ und h € H gilt h(a) C AY, h(a) = {F} oder h(a) C (X — (AU
{w, F}))™

Beweis: Es sei Gy ein beliebiges ETOL-System. Wie in Satz 13.16 nehmen wir
L(Gy) # 0 und L(Go) # {e} an. Nach Satz 13.16 existiert ein EPTOL-System
G, = (X1, Hi,wi, A) mit L(G,) = L(Gy) — {e}, fiir das die Aussagen von Satz 13.16
gelten. Das EPTOL-System G = (X, H,w, A) wird aus G konstruiert, indem jede Ta-
fel h € Hy so in eine Tafel b’ € H abgeéndert wird, dal jede Produktion a € h(a) mit
a € AU {w;} durch F € h/(a) ersetzt wird. Mit w = w; und ¥ = ¥; folgt wegen der
Eigenschaft aus Satz 13.17(b)

L(G) = L(Gy) = L(Gy) — {¢}.
Die Aussagen (a) bis (c) sind erfiillt. O

Der Satz zeigt, daf zu jedem ETOL-System ein (bis ggf. auf das leere Wort) dqui-
valentes synchronisiertes ETOL-System existiert.

Satz 13.19 Die Familie L(ETOL) ist eine volle AFL.

Beweis: Es seien Ly, Ly € L£(ETOL). Dann existieren ETOL-Systeme G} und G,
mit L(G}) = L, und L(G%) = Ly. Nach Satz 13.16 gibt es EPTOL-Systeme G; =
(El,Hl,Sl,Al) und G2 = (EQ,HQ,SQ,AQ) mit L(Gl) = L1 — {E} und L(GQ) — {E}
und den weiteren in Satz 13.16 genannten Eigenschaften. Insbesondere gilt also
S1 € ¥ —A; und Sy € ¥y — Ay. Nach Satz 13.14 ist entscheidbar, ob £ € L(G;),
1 = 1,2, erfiillt ist. Fiir ¢ € L; wird zusétzlich die Produktion S; — ¢ in jeder Tafel
von H; aufgenommen. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte wie in Satz 13.12

(21—A1)022=®und (Eg—Ag)ﬂElz(Z),

was zu
21 022 = Al OAQ

dquivalent ist. Es sei S ein neues Symbol.
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(a) L(ETOL) ist abgeschlossen unter Vereinigung. Dies zeigen wir, indem wir ein
ETOL-System
G: (E,H,S,AIUAQ)

mit L(G) = L, U Ly konstruieren. Wir setzen
S =%USU{S}und H={h}U{h|he H}U{h|he H)},

wobei die Tafeln hg, h fiir h € H, und h fiir h € H, durch

ho(a) = {a} fiira e ¥; U 22, ho(S) = {51,52},
h(a) = h(a) fir a € ¥y, h(a) = {a} fiira € ¥ — 3,

o~

h(a) = h(a) fiir a € T, h(a) = {a} fira € ¥ — %,

definiert werden. Da nach Satz 13.16 durch die Produktionen von G; und Go
Terminalzeichen nicht verdindert werden und die iibrigen Zeichen der beiden Sy-
steme disjunkt sind, kann nach Einfithrung des Zeichens S;, ¢ = 1,2, nur eine
Ableitung gemif G; simuliert werden. Ein Ubergang von z.B. G, nach G, ist
nicht méglich. Damit erhalten wir L(G) = Ly U L.

(b) Der Abschluf unter e-freier Iteration wird mit Hilfe des ETOL-Systems

G=(%,H,S5A)mit L =%,U{S} und H={ho}U{h | he H}
bewiesen, wobei die Tafeln ho und A fiir h € H, durch

ho(S) = {8, 52,5}, ho(a) = {a} fiir a € ¥} und
1(S) = {S}, h(a) = h(a) fira € %,

definiert sind.
(c) Fiir den Nachweis des Abschlusses unter Durchschnitt mit reguléren Sprachen
wird ein beliebiger endlicher erkennender Automat

M = (V,Q,0,qn, F)
betrachtet. Mit Hilfe der Menge
O ={lg,0,q] | ¢, € Q,a € %1}
und der neuen Symbole F' und S wird zunéichst das Alphabet
Y=0UA U{F,S}
definiert. Fiir jede Tafel h € H, wird eine Tafel h durch

/]:L([q7a721\]) = {[Q7a17Qi1][Qi17a27qi2] e [Qin_uanyzﬂ |

ai...a, € hia), g;,,...,q, € Q,n > 1} fir [¢,a,q] € ©
/I}(S) = {[gin, 51,9 | 7€ F} U {e | € € L(G1), ¢ € F} und
h(a) = {a} fiir a € A, U{F}
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bestimmt. Man beachte dabei, da8 eine eventuell vorhandene Produktion S — ¢
in h([g, a,q]) nicht beriicksichtigt wird, die zugehérige Produktion jedoch in h(S)
aufgenommen wird. Auflerdem wird eine finale Tafel hg, durch

N a}, fallsa € VNA;,i(ga)=7
hﬁn([qya7Q]):{ %F’}} sonst 1 (q ) ’

fiir [¢,a,q] € © und
hn(a) = {F}
fiir a € ¥ — O gegeben. Mit

H={hg}U{h|he H}

erhalten wir ein ETOL-System G = (3, H, S,A; N V). Die Tafel hg, sorgt am
Abschluf} einer Ableitung dafiir, dal genau die Wérter aus L(G;) N L(M) durch
G erzeugt werden.

Wir betrachten den Abschlufi von £(ETOL) unter Homomorphismus. Es sei ¢ :
A} — ©* ein Homomorphismus. Wir setzen

Mit der terminalen Tafel hr von G; werde

b= [0 12 SHraN 2 e

definiert. Fiir h € Hy — {hr} gelte
T~ _ h(a) fiir a S 21 - Al
hla) = { {a} fiira € ©.

Setzen wir R R R
G= (E,H,Sl,@) mit H = {h | h e Hl},

so folgt L(G) = ¢(L1). Wir bemerken, da§ im Falle einer vorhandenen Produk-
tion S — & das Wort £ € (L(G,)) durch eine Tafel 7 mit b # hy erzeugt
wird.

Fiir den Nachweis des Abschlusses unter inversem Homomorphismus wird ein Ho-
momorphismus ¢ : A* — A} betrachtet. Dabei kénnen wir ohne Beschréinkung
der Allgemeinheit annehmen, daB A N3, = @ gilt. Wir definieren eine Menge
K C (AU A)* durch

K= {y € (AUAI)* |y: 20L121T2%9 « o . TRk, L1 ... Tk € L(Gl),
Ty ey Ty € A1y 20,0 .., 28 € A* k€ INy}.

Dann konstruieren wir ein ETOL-System

G=(,H,S,ALUA)
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mit L(G) = K wie folgt. Es wird
S =% UAund H = {h}U{h|heH}

gesetzt, wobei

ho(a) = {zay | z,y € AU {e}} fiir a € Ay,
ho(a) = {a} fiir a € (X1 — A)UA, a# Sy,
ho(S1) = {zS1y | 3,y € AU{e}}

und
h(a) = h(a) fiir a € T, sowie h(a) = {a} fira € A

fiir alle h € H; gilt. Mit Hilfe der Tafeln h erzeugt G zunéichst L, = L(G;), wor-
auf durch wiederholte Anwendung von hy die z; ,eingestreut® werden. Aufgrund
der Eigenschaften von G hat eine spdtere Anwendung von h keine Wirkung.
ho(S1) wird benotigt, um auch im Fall € € Ly ein 2y € K zu erhalten.

Als néchstes wird die Menge

M ={p(y)yip(y2)ya- - 0(Yn)yn | n > 0,4y, € A, 1 < i <}
betrachtet. Sie ist regulér, da sie von einer Grammatik mit den Produktionen
Xo = Xop(y)y fiir alle y € A sowie Xy — ¢
erzeugt wird. Offenbar gilt

KnM={oy)ye)yz...0Wn)yn | n>0,y;, € A1 <0< n,
(Y1) .- o(yn) € L(G1)}.

Das bedeutet, da fiir y = y; ... yn mit 41, ...,yn € A die Aquivalenz

o(y) € L(G1) <= o)y - - - @(yn)yn € KN M

erfiillt ist. Wird jetzt ein Homomorphismus v : (AU A;)* — A durch

¢(a):{a firae A

e fiir a € Al
definiert, so erhalten wir
(K NM) = ¢~ (L(GY)).

Da K € £L(ETOL) und M € £;5 bereits nachgewiesen worden ist, folgt aus (c)
KN M € L(ETOL), woraus sich wegen (d) die Beziehung

(K N M) = ¢~ (L(Gy)) € £(BTOL)

ergibt. [
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13.3 Kombinatorische Eigenschaften von ETOL-
Sprachen

Es seien A; und A, Alphabete mit Ay C Ay, Weiter gelte v € Aj. Mit #4, v bezeichnen
wir die Anzahl der Vorkommen von Symbolen aus A; in v. Speziell fiir A; = {a}
schreiben wir #,v.

Mit Hilfe des nichsten Satzes kann gezeigt werden, dafl einige Sprachen keine
ETOL-Sprachen sind. Er spielt also eine dhnliche Rolle wie das Iterationstheorem (Satz
5.8) fiir kontextfreie Sprachen.

Satz 13.20 Es sei L C A* eine ETOL-Sprache. Dann existiert fiir jede nichtleere
Teilmenge A; C A eine Zahl k € IN, so dal jedes Wort v € L eine der folgenden
Eigenschaften erfiillt:
(a) #a,v <1,
(b) v enthélt ein Teilwort w mit |w| < &k und #a,w > 2,
(c) es existiert eine unendliche Teilmenge M C L, so daBl #a,w = #a,v fiir alle
w e M gilt.

Beweis: Falls L endlich ist, wird fiir £ die Lénge des lingsten Wortes von L gewéhlt.
Offenbar ist dann (a) oder (b) erfiillt. Daher sei L im folgenden unendlich, und L werde
von einem ET0L-System G = (X, H, S, A) erzeugt. Da das leere Wort € die Eigenschaft
(a) hat, kann ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, daf§ L e-frei
ist. Nach Satz 13.16 kann somit G als propagierend vorausgesetzt werden, wobei G
sogar die Form eines nach Satz 13.18 konstruierten synchronisierten ET0OL-Systems
hat. G besitzt also die folgenden Eigenschaften:
() Sex—A.
(B) Es existiert ein F € ¥ — (AU{S}), so daB h(F) = {F} und h(a) = {F} fiir alle
a € Aund h € H gilt.
() Fiir alle a € ¥ und h € H gilt h(a) C AT, h(a) = {F} oder h(a) C (X — (AU
{S,F})*. o
Wir konstruieren ein dquivalentes EPTOL-System G = (3, H, S, A), mit dessen Hilfe
die Aussage des Satzes nachgewiesen wird. Wir setzen

S=AU{F,S}U{[a,t]|aeX - (AU{F}),t=0,1,2}
mit dem neuen Symbol S und
H=1{h|heH}.

Fiir jedes h € H wird h € H durch die folgenden Produktionen definiert. Fiir das
Axiom S gibt es die Produktionen

S =5 [S,0], § =5 [S,1], S—5[S,2].

Weiter werde
a—; F firae AU{F}

gesetzt. Fiir a € ¥ — (AU {F}) sind die Produktionen durch
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[a, 0] =, F,

[a,0] = « fiir o € AT mit a =, , #a,0 =0,

[a,O] —h [bl,O][bT,O] fiir bl;---ybr €3 — (AU{F}) mit a —, bl...b“
[a,1] =5 F,

[a,1] = a fiir o € AT mit a =4 @, #a,0 =1,

[a,l] —h [bl,tl]...[bT,tT] fiir by,...,b, € X — (AU{F}) mit a —p by ... b,

und t; € {0,1}, > t; =1,
i=1
[a,2] =7 F,

[a,2] = a fir o € AT mit a =4 @, #a,0> 1,
[a,2] —7 [bl,tl]...[bT,tT] fiir by,...,b, € X — (AU{F}) mit a —p by ... b,

und t; € {0,1,2}, > t; > 2
i=1

gegeben. Die Nichtterminalsymbole [a, 0], [@, 1] und [a, 2] haben in einer erfolgreichen

Ableitung gemiB G die folgende Bedeutung.

[a,0] : a trigt zum Ergebnis dieser Ableitung gem#B G kein Vorkommen eines Symbols
aus A, bei.

[a,1] : a trigt zum Ergebnis dieser Ableitung gem#fi G' genau ein Vorkommen eines
Symbols aus A bei.

[a,2] : a trigt zum Ergebnis dieser Ableitung gemi G mindestens zwei Vorkommen
eines Symbols aus A; bei.

Wir betrachten dazu ein Beispiel. Es sei A; = {a, b}, und es existieren die Produktio-

nen

S—azy, T—z2, Yoy, y—e x—a, z2—b

Dann gibt es eine Ableitung
S = zy = z2y® = abc® gemiB G,
die durch eine Ableitung
S = [S,2] = [z,2][y,0] = [z, 1][2, 1][y, 0] = abc® gemiB G

simuliert wird.

Die Konstruktion von G zeigt, da L(G) = L(G) gilt.

Die Ableitungen geméfi G werden nun genauer betrachtet. Falls eine Ableitung
mit den Produktionen S — [S,0] oder S — [S,1] beginnt, erfiillt das Ergebnis der

Ableitung offensichtlich die Eigenschaft (a). Daher nehmen wir im folgenden an, da8
im ersten Schritt einer Ableitung D die Produktion S — [S, 2] verwendet wird.

ftI‘(D) = ((’LU(), ho), Caey (wm_l, hm—l); Wy = ’U)

wird als volle Spur von D bezeichnet, die aus dem jeweiligen j-ten Wort der Ableitung
sowie der Tafel fiir den nichsten Schritt besteht. Es sei ¢ die grofite Zahl, fiir die w;
ein Vorkommen eines Typ-2-Symbols, d.h. eines Symbols der Form [a, 2], enthilt. Im
obigen Beispiel ist dies 1 = 2. Wir betrachten im folgenden zwei Fille.
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(1) Es existieren zwei Zahlen r,s € {i +1,...,m — 1} mit r < s, so da§
alph(w,) = alph(w,)

gilt und mindestens ein Vorkommen eines Symbols aus w,, etwa ¢, zu dem
Wort w, ein Wort der Form acf mit af # € beitrigt, d.h., es gilt

wy = w'ew” =1 w, = Wacfw mitw =* w, v’ =* W und of # «.

(2) Es existieren keine Zahlen r,s € {i +1,...,m —1}, die die Eigenschaften aus (1)

erfiillen.
Wir betrachten zunéchst den Fall (1). Fiir alle n € INy dndern wir D ab zu einer
Ableitungen D,,, die wie folgt konstruiert wird. Zunéchst werden die Tafeln Ay, ..., h._;

wie in D angewendet, so dafl das Wort w, entsteht. Auf w, wird dann die Folge der
Tafeln (h; ... hs_1)™ derart angewendet, dafl jedes Vorkommen eines Symbols a (auler
dem gegebenen festen Vorkommen c¢) bei jeder Iteration von A, ...hs_; ein beliebiges
Wort liefert, das aus einem Vorkommen von @ in w, beim Ubergang nach w, gemé D
erzeugt wird. Dies ist wegen alph(w,) = alph(w,) immer moglich. Auerdem wird das
gegebene Vorkommen des Symbols ¢ so ersetzt, daf es in jeder Iteration von h, ... h,_;
das Wort a3 liefert. Nach Anwendung von (A, ... hs_1)™ erhalten wir das Wort z,,. Wir
machen darauf aufmerksam, daB es fiir die weiteren Uberlegungen keine Bedeutung
hat, daB z, nicht jedes Symbol von w, enthalten muf.

Wegen alph(z,) C alph(w,) = alph(ws) kann abschlieflend die Folge der Tafeln
hs . ..hy_1 so auf 2, angewendet werden, dafl jedes Vorkommen eines Symbols a in z,
ein beliebiges Wort liefert, das aus einem Vorkommen von a in w,; gemifl D erzeugt
wird. Das Wort

ho.o.hp_1(hp . hg_1)"hg .. By

kann somit als Kontrollwort von D,, aufgefait werden. Falls p(D,) das Ergebnis der
Ableitung D,, bezeichnet, erhalten wir

#Al (p(D”)) = #A1U7

da die Worter w,,w,,1,...,Wws,... keine Typ-2-Symbole enthalten und daher we-
gen der Gestalt der Produktionen von G die Anzahl der Symbole aus A; in p(D,,)
ebenso wie in v durch w, bestimmt und gleich ist. So bedeutet zum Beispiel w, =
[a, 1][b, 0][c, 1], daB diese Anzahl gleich 2 ist.

Da G propagierend ist und nach Voraussetzung des betrachteten Falls a5 # ¢ gilt,
folgt
|Z()| < |251| < |252| <....

Wir erhalten eine Folge von Zahlen ji, jo,... € IN mit
ol <z < |p(Dj)l;

|p(Dj1)| < |zj2| < |p(Dj2)|7
1p(Dj)|l < l2js] < [p(Dys)l;
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Die Menge {p(D;,) | i € IN} C L erfiillt somit die Eigenschaft (c).

Wir kommen zum Fall (2) und betrachten ein Zeichen [a, 2] aus w;. Es wird gezeigt,
da8 der Beitrag von [a,2] zu v = wy, aus hochstens kg Symbolen besteht, wobei kg
eine nur von G abhingige Konstante ist. Andererseits liefert [a,2] nach Definition

mindestens zwei Symbole aus Aj, so daff insgesamt die Eigenschaft (b) erfiillt ist.

Es sei E der Baum der Teilableitung von D mit der Wurzel in [a, 2]. Dann wer-
den die Marken von E so abgedndert, dal jeder Knoten mit der Marke d die Mar-
ke (d,alph(w,)) erhélt, wobei dieser Knoten dem Vorkommen von d im Wort wj,
j=1,...,m—1, von D entspricht. Dadurch entsteht der Baum E, dessen Wurzel mit
([a, 2], alph(w;)) markiert ist. Aus [a, 2] konnen in einem Schritt héchstens

p=max{le|| \/ aeh(@)}

I_LEI_{,aEf)

Symbole abgeleitet werden. Von diesen gehen entsprechend viele Teilbdume E; aus,
fiir die jeweils die folgende Eigenschaft gilt:

(*) Es sei (eg,ey,...,e;) mit t > 2 ein Weg in E;, wobei der Knoten e; niher an der
Wurzel ist als der Knoten e; und beide Knoten die gleiche Marke besitzen. Dann
hat jeder der Knoten ey, ..., e;_; den ausgehenden Grad 1.

Zum Nachweis von (%) betrachten wir die Knoten e; und e; und ihre Marken
(d,alph(w,)) = (d, alph(w;)). Hétte einer der Knoten ey,...,e; ; einen ausgehenden
Grad > 1, so wiirde, da G propagierend ist, das Symbol d aus w, einen Beitrag adf3
zu wy mit af # € liefern, was der Voraussetzung des Falls (2) widerspricht.

Behauptung: Es sei T ein Baum, der (x) erfiillt und ¢ Marken benutzt. Ist der aus-
gehende Grad eines jeden Knotens durch p beschrinkt, dann ist die Anzahl der
Blatter von T durch p? beschrinkt.

Der Beweis der Behauptung erfolgt durch Induktion iiber ¢. Fiir ¢ = 1 ist die Aussage
offensichtlich erfiillt, da nach (x) alle Knoten bis auf e; (¢ > 2) den ausgehenden Grad 1
besitzen. Die Induktionsannahme ist, dafl die Behauptung fiir alle Bdume gilt, die (x)
erfiillen und nicht mehr als £ Marken benutzen. Es sei nun ¢ = k 4+ 1 und ¢ die Marke
der Wurzel von 7.

() Falls kein anderer Knoten von T' mit ¢ markiert ist, betrachten wir die < p
Teilbdume von T, die von den Kindern von ¢ ausgehen. Die Anzahl der Bldtter
dieser Teilbdume ist nach der Induktionsannahme jeweils durch p* beschrinkt.
Insgesamt ist also die Anzahl der Blédtter von T durch

beschrinkt.
(8) Anderenfalls sei (eg,ey,...,¢e) ein lingster Weg in T', so dal ey die Wurzel von
T ist und ey und e; mit ¢ markiert sind. Nach (%) hat 7" die Form
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€o
€1
€

T

Fiir den Teilbaum T mit der Wurzel ¢; gilt, daf8 keiner seiner Knoten mit Aus-
nahme von e; mit ¢ markiert ist. Daher ist die Anzahl der Blitter von T und
damit von T wie in («) durch p? beschrinkt.

Die Konstruktion von E aus E zeigt, dal nicht mehr als

g = card(%) - 2214

Marken benutzt werden. Dabei gibt card(Z) die Anzahl der méglichen d und 2¢2d(®)
die Anzahl der moglichen alph(w;) an. Jeder der < p Teilbdiume E; hat nach der
Behauptung hochstens p? Blitter, so dafl insgesamt die Anzahl der Blétter durch

ka=p"p

beschriinkt ist. Dies ist eine nur von G und damit von G abhiingige Konstante. Da
[a, 2] die Wurzel von E ist, folgt die Eigenschaft (b) des Satzes. O

Satz 13.21 Die Sprache L = {(ab™)™ | m > n > 1} ist keine ETOL-Sprache.

Beweis: Es seien A = {a,b} und A; = {a} Alphabete. Fiir eine beliebige Zahl k € IN
erfiillt das Wort v = (ab**!)**! € L offenbar weder die Eigenschaft (a) noch die
Eigenschaft (b) aus dem vorangegangenen Satz 13.20. Da jedoch nur endlich viele
Wérter w € L mit

#{a}w = #{a}v =k+1

existieren, ist fiir v auch die Eigenschaft (c) nicht erfiillt. Folglich kann L keine ETOL-
Sprache sein. [l

Es kann gezeigt werden, daf die Sprache L = {(ab™)™ | m > n > 1} kontextsensitiv
ist. Der Beweis erfolgt durch die Angabe eines linear beschrinkten Automaten M mit
L(M) = L, dessen Band zu Beginn der Arbeit wie folgt beschrieben ist:

¢| ab® ab® ab™ |$

m—maljm >n
Durch einen n-maligen Hin- und Herlauf bei jeweiliger Markierung eines unmarkier-
ten Vorkommen von b (zu ') in jedem Abschnitt ab™ kann iiberpriift werden, ob ein
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Symbol a jeweils von n Symbolen b gefolgt wird. Anschliefend markiert man das a des
ersten Abschnitts und zéhlt diesen Abschnitt durch eine Markierung eines Zeichen b’
(zu b") dieses ersten Abschnitts. Dann sucht man das néichste unmarkierte a, markiert
es und lduft zuriick zum ersten Abschnitt, wo der zweite Abschnitt durch die Markie-
rung des niichsten b’ geziihlt wird. Dann l4uft man wieder nach rechts zum néchsten
unmarkierten Vorkommen von ¢ usw. Sind nach mehrmaligem Hin- und Herlaufen am
Ende alle Symbole &’ im ersten Abschnitt markiert, so gilt m > n, und das Wort wird
akzeptiert. Anderenfalls ist kein Wort aus L vorgegeben worden.

Definition 13.9 Es sei L C A* eine nichtleere Sprache und © C A eine nichtleere
Teilmenge. Dann steht © in L beieinander (O clustered in L), wenn n,m € IN, n,m >
2, existieren, so daf es in jedem Wort w € L mit #ew > n ein Teilwort v mit |v| < m
und #ev > 2 gibt. 0O

Beispiel 13.7 Fiir die Sprache L = {(aba®)?" | r € Ny} gelten die folgenden Eigen-
schaften:
(1) Die Menge {a} steht in L beieinander, da mit n = m = 2 alle Worter w € L die
Eigenschaft #,w > n = 2 erfiillen und das Teilwort v = a? mit |v| < m = 2 und
#qv > 2 enthilt.
(2) Die Menge {b} steht in L beieinander, da mit n = 2 und m = 5 alle Worter
w € L mit #yw > n = 2 die Eigenschaft » > 1 erfiillen und somit das Teilwort
v = ba’ab mit |v| = m = 5 und #,v = 2 enthalten. O

Beispiel 13.8 In der Sprache L = {w € {a,b}" | #,w = 27,7 € Ny} stehen weder
{a} noch {b} beieinander. Fiir {a} betrachten wir w = (ab™)?" € L fiir zwei beliebige
Zahlen n,m € IN. Dann gilt #,w > n, und es gibt kein Teilwort v mit |v| < m und
#ov 2> 2.

Ein dhnlicher Beweis existiert fiir {6} mit dem Wort w = (a*"0)*" € L. O

Satz 13.22 Es sei L C A* eine ETOL-Sprache, A; U A, eine Partition von A, und es
existiere eine Abbildung ¢ : IN — IN, so daB fiir alle Worter w € L die Relation

#Azw < @(#Alw)
gilt. Dann steht A; in L beieinander.

Beweis: Fiir w € A* betrachten wir die Sprache L, = {v € L | #a,v = #a,w} C A*.
Fiir jedes Wort v € L,, gilt

0| = #a,0 + #2,0 < Fa, 0+ @(Fa,0) = #Fa,w + o(Fa,w) = ky.

Das bedeutet, daB fiir ein festes w die Linge der Wérter v € L, durch k,, beschrinkt
und somit L,, endlich ist. Folglich ist die Eigenschaft (c) aus Satz 13.20 nicht erfiillbar,
so dafB eine der Eigenschaften (a) oder (b) gelten mu8. Es sei k die Konstante aus Satz
13.20. Da Worter w € L, die die Eigenschaft (a) erfiillen, in Definition 13.9 nicht
betrachtet werden, werden nur noch Worter w beriicksichtigt, fiir die #a,w > 2 gilt
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und die die Eigenschaft (b) erfiillen. Fiir solche Worter w gelten mit m = k und
© = A, die Bedingungen von Definition 13.9 (wenn es nur Worter mit #x,w < 1
gibt, ist diese Bedingung trivialer Weise erfiillt). Damit ist der Satz bewiesen. [

Wir wollen zur Verdeutlichung ein Beispiel eines trivialen Falls angeben. Es gilt
offenbar {ab} € L(ETOL). Mit A; = {a}, Ay = {b} und ¢(n) = n + 1 sind die
Voraussetzungen von Satz 13.22 erfiillt, so dal {a} in {ab} beieinander steht. Dies
ergibt sich auch in trivialer Weise aus Definition 13.9.

Satz 13.23 Die Sprache L = {w € {a,b}* | #yw = 2%+*} ist keine ETOL-Sprache.

Beweis: Es seien A = {a,b}, A; = {a} und Ay = {b} Alphabete, und durch ¢(n) =
2" + 1 fiir n € N sei eine Abbildung ¢ : IN — IN definiert. Dann gilt fiir alle Worter
weL

Fp,w = 27V = 2F MY < (A w).
Falls L eine ETOL-Sprache ist, steht nach Satz 13.22 A; = {a} in L beieinander.
Folglich existieren n,m € IN mit den Eigenschaften aus Definition 13.9. Wir wihlen
n' > n mit m-n < 2% und bestimmen damit r = 2% — m - n’. Mit diesen Werten
betrachten wir das Wort

w = (ab™)"b" € L.

Es besitzt kein Teilwort v mit |v| < m und #,v > 2, was der Definition 13.9 wider-
spricht. Folglich kann L keine ETOL-Sprache sein. [l

Definition 13.10 Es sei L C A* eine nichtleere Sprache und A; U Ay eine Partition
von A. A; und Ay heiflen L-dquivalent, wenn fiir alle Worter v, w € L

#A1U = #Alw — #sz = #Azw
gilt. O

Beispiel 13.9 Fiir die Sprache L = {w € {a,b}" | #,w =2", #yw =3",n € Ny}
sind {a} und {b} offensichtlich L-dquivalent. O

Satz 13.24 Es sei L C A* eine nichtleere ETOL-Sprache und A; U Ay eine Partition
von A. Sind A; und A, L-dquivalent, dann stehen A; und A, in L beieinander.

Beweis: Es sei k die Konstante aus Satz 13.20. Falls A; und Ay L-dquivalent sind,
sind die Sprachen
L ={vel|#rv=%#rw} i=12,

fiir jedes Wort w € L endlich. Somit kommt die Eigenschaft (c) aus Satz 13.20 nicht
in Frage, so da eine der Eigenschaften (a) oder (b) gelten mufi. Da Worter w € L,
die die Eigenschaft (a) erfiillen, in Definition 13.9 nicht betrachtet werden, werden im
Falle von A; nur noch Worter w beriicksichtigt, fiir die #a,w > 2 gilt und die die
Eigenschaft (b) erfiillen. Fiir solche Worter w gelten mit m = k und © = A, die
Bedingungen von Definition 13.9 (wenn es nur Worter mit #a,w < 1 gibt, ist die
Bedingung trivialer Weise erfiillt). Aus Symmetriegriinden gelten dieselben Aussagen
auch fiir A,. Damit ist der Satz bewiesen. [
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Satz 13.25 L = {w € {a,b}" | #,w = 2", #yw =3",n € Ny} ¢ L(ETOL).

Beweis: Die Menge {a} steht in L nicht beieinander, da fiir zwei beliebige Zahlen
n,m € IN in dem Wort

w = (abm)2n’ b"eL

fiir ein n’ € IN mit 2 > n und m - 2" < 3" sowie r = 3" — m2" kein Teilwort v mit
lv| < m und #,v > 2 existiert, was der Definition 13.9 widerspricht.

Nach Beispiel 13.9 sind {a} und {b} L-dquivalent. Ist L eine ETOL-Sprache, so
steht nach Satz 13.24 speziell {a} in L beieinander, was ein Widerspruch zur ersten
Aussage des Beweises ist. [

Definition 13.11 Es seien L; und L, Sprachen iiber den Alphabeten A; bzw. A,.
Dann heifit

LIJ_LQZ{’UI’LUI...’UT’LUT|TEW, ’Ul,...,’UTGAT, ’LUI,...,’LUTEA;,
’U1...’UT€L1, ’U)l...’LUTELQ}

das Shuffle- Produkt von L, und L.

Beispiel 13.10 Das Shuffle-Produkt der Sprachen L; = {a?" | n € Ny} und L, =
{6¥" | n € Ny} ist

Ly L Ly ={w € {a,b}* | #,w =2", #,w=3", n,m € Ny}. O
Satz 13.26 L(ETOL) ist nicht unter Shuffle-Produkt abgeschlossen.
Beweis: Wir betrachten die beiden DOL-Sprachen
L ={a*b" |ne€ Ny} und L,={b""a" |ne Ny}

und zeigen, dal L = L; | L, keine ETOL-Sprache ist.

Die Mengen {a} und {b} sind L-dquivalent. Gilt ndmlich #,v = #,w = 2"+ 2™ fiir
v,w € L, wobei sich zum Beispiel 2" auf den Anteil der Vorkommen von ¢ aus L; und
2™ auf den der Vorkommen von a aus L, bezieht, so sind fiir diese Zahl die Werte n und
m eindeutig festgelegt und bestimmen damit auch eindeutig #,v = #,w = 3" + 3™.
Dieser Schluf ist umkehrbar. Ist L eine ETOL-Sprache, so stehen nach Satz 13.24
sowohl {a} als auch {b} beieinander.

Andererseits kann mit dem Wort

w = (ab™)?" b (ab™)*" b" mit n’, m,r wie im Beweis von Satz 13.25,

das ein Shuffle-Produkt von v = a2 5" mit w = b3 a?" ist, &hnlich wie im Beweis
von Satz 13.25 gezeigt werden, dal {a} in L nicht beieinander steht. Dies ist ein
Widerspruch zur ersten Aussage des Beweises, so dal L keine ETOL-Sprache ist. [
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13.4 Inklusionsbeziehungen der Familien der
ETOL-Sprachen

Auch fiir EOL-Sprachen kénnen kombinatorische Eigenschaften betrachtet werden.
Zunichst bezeichnen wir fiir ein Wort w € ¥* und ein Teilalphabet © C ¥ mit

presg(w)

das Wort, das sich aus w durch Entfernung aller Symbole ergibt, die nicht zu © gehéren.

Definition 13.12 Es sei L C X* eine Sprache und © C X, © # (. L heifit O-
determiniert, wenn fiir alle k£ € IN eine Zahl n; € IN existiert, so daf fiir alle v,w € L
mit |v|, |w| > ng und v = v1V've, W = viw've und |v'], |w'| < k die Beziehung

presg(v) = presg(w)

gilt. O
Beispiel 13.11 Die Sprache
L ={¢w'¢w'¢w' | w € {a,b}*}

ist {a}-determiniert. Dies erkennen wir wie folgt. Zu k € IN wihlen wir ng, = 3k + 3
und betrachten v = vjuvy, w = viu'vy € L mit |v|,|w| > 3k + 3. Die Worter v und
w haben die Gestalt v = ¢w'¢w'¢w’ bzw. w = ¢w"¢w"¢w”. Wegen |v|, |w| > 3k + 3
gilt |w'|, |w"| > k. Da |u| < k gilt, kann somit w’ kein echtes Teilwort von u sein.
Daher ist ¢w'¢ ein Prifix von v, oder ¢w' ein Postfix von vy. Aufgrund der jeweils
beiden Darstellungen von v und w mufl dann w' = w", also v = w und somit erst recht
pres,(v) = pres,(w) gelten. O

Satz 13.27 Essei L € £(EOL) eine O-determinierte Sprache. Dann existieren C, D €
IN, so da8 fiir jedes Wort w € L mit #ew > C die Beziehung |w| < D#e¥ gilt.

Beweis: [22], Theorem 11.4.6, S. 88. O

Beispiel 13.12 Wir zeigen, dafl die Sprache L aus Beispiel 13.11 keine EOL-Sprache
ist. Anderenfalls existieren C, D € IN, die Satz 13.27 erfiillen. Wir wahlen n,m € IN
mit n > € und m = D*" und betrachten das Wort

w=¢a"b"¢a"b™¢a™ ™ € L.

Einerseits gilt offensichtlich #,w = 3n > C, andererseits ist jedoch |w| = 3+3n+3m >
D3 = D#a¥ was im Widerspruch zu |w| < D¥e¥ steht. O

Satz 13.28 Es gelten die Inklusionsbeziehungen
Lo G L(EOL) G L(ETOL) G &£ und £(0L) G £L(EOL).

Die Sprachfamilien £5 und £(0L) sind unvergleichbar.
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Beweis: Die Beziehungen £(0L) C £L(EOL) C £L(ETOL) sind trivial (siehe Satz 13.9),
und £y C L(EOL) gilt nach Satz 13.5(b).
In Satz 13.4 haben wir bereits o2 ¢ £(0L) gezeigt. AuBlerdem gilt

{a2n | n e Wo} S oE(EOL) - 082,

woraus £(0L) ¢ 5 und damit die Unvergleichbarkeit der Familien £, und <£(0L)
folgt. Diese Sprache beweist auch £y G £(EOL).

Da es endliche Sprachen gibt, die nicht zu £(0L) gehoéren (siehe Beweis von Satz
13.2), folgt nach Satz 13.10 die echte Inklusion £(0L) G £(EOL).

Um £(EOL) & £(ETOL) zu beweisen, betrachten wir ein EDTOL-System G =
(2, H,w, A) mit

Y ={S,A, B, ¢,a,b}, A={¢,a,b}, w=S55SS und H = {hy, he},
wobei die Tafel h; durch
hi(S) = A, hi(A) = Sa, hi(B) = ¢ und hy(z) = z fiir z € {a,b,¢}
definiert ist und die Tafel Ay durch
ho(S) = B, ho(A) = ¢, he(B) = Sbund hye(z) = z fiir z € {a,b, ¢}.
In G beginnen die Ableitungen wie folgt:

4 h
% AAA { T; SaSaSa
= ¢¢¢

SS5S <

hi
Js, ppp | 77 ¢4
\ L2, SbSbSh

Mit der Tafel h; wird, sofern nicht zum Abschlufi der Ableitung dreimal das Symbol ¢
erzeugt wird, in den drei Teilen des Wortes jeweils das Symbol a eingefiihrt, mit der
Tafel hy entsprechend das Symbol b. Das ETOL-System G liefert somit die Sprache

L(G) = {¢wwiw | w € {a,b}"},

die nach Beispiel 13.12 keine EOL-Sprache ist, so daf8 insgesamt £(EOL) G £(ETOL)
gezeigt ist.

Um L(ETOL) C &£; zu beweisen, betrachten wir ein beliebiges ETOL-System G =
(X, H,w,A). Nach Satz 13.14 ist entscheidbar, ob L(G) e-frei ist. Daher kann nach
Satz 13.16 ohne Beschrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, daffi G ein
EPTOL-System mit den Eigenschaften dieses Satzes ist, fiir das speziell L(G) e-frei ist
und w =S5 € ¥ — A gilt.

Im folgenden konstruieren wir eine monotone Grammatik G' = (V, Vr, S, Q) mit
L(G) = L(G"). Wir setzen

N
Vv=(S—-A)U{a|aeS}U{(ab)|abeS}U{Ry|he H}U{L,
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wobei Ry, als Botschaftssymbol bezeichnet wird. Die Produktionen aus () definieren wir

wie folgt:

S — « fiir alle @ € L(G) mit || <2,

S = aiLay...ap—2(an-1,a,) fir alle @ = a;...a, € (X — A)F, || > 3, fiir die ein
t € INy und Worter o, ..., € (X —A)t mit oy < 3,1 <4 <t—1, existieren,
so daf

S=—go... =g =g«
gilt (man beachte, daf} G propagierend ist),

al — Giay...a,Ry firalle he H—{hr},a € X —{Stund e« = a;...a, € X" mit
a —p

Rra — aRy, firalle he€ Hya € ¥ — {S} und o € I mit a =, «, (1)

Rp(a,b) = Lay ...an—2(Gn-1,0a,) firalleh € H—{hr},a,b € ¥—{S}und ai,...,a, €
>} mit der Eigenschaft, daf ein ¢ € IN, t < n, existiert mit Produktionen a —,
ay...0pund b —p Gy ... Gy,

aL — bRy, fiir alle a,b € ¥ mit a —4,,. b, (2)

Ry (a,b) — cd fiir alle a,b,¢,d € ¥ mit a —p, ¢ und b =, d, (3)

al — La fiir alle a € 3.

Offenbar enthilt jedes Wort o mit S =* « hochstens ein Symbol aus der Menge

{L} U{Ry | h € H}. Folglich 148t sich jedes solche « auf hichstens eine Weise als

o = ya@d schreiben, wobei @& die linke Seite einer Produktion aus @ ist.

Nach Konstruktion der Grammatik gilt fiir Worter ¢ mit || < 2 die Aquivalenz

a € L(G) < a€ L(G).

Wir betrachten nun eine Ableitung eines Wortes o mit |«| > 3 in G. Aufgrund der
Form der Grammatik, die geméfl Satz 13.16 bestimmt ist, erscheint in jeder solchen
Ableitung erstmalig ein Wort 8 € (¥ — A)* mit |8| > 3, d.h., es gilt S ={ 8. Ist
B =ay...ay,, so ergibt sich nach Konstruktion von G’ die Produktion

S — aLas ... an_Q(an_l, an)

von @. Das geklammerte Zeichen (a1, a,) ist zur Erkennung des Randes des betrach-
teten Wortes erforderlich. Es sei § =, ' ein weiterer Ableitungsschritt in G mit h €
H — {hr}, der unter Verwendung von Produktionen der Form a; —p &; = a;1 .. . Gin,,
i=1,...,n, erfolgt. In der Grammatik G’ wird dieser Schritt durch

a1Las . ..an—2(an_1,an)

4

duau - alanhGQ - an_Q(an_l, an)
4

duam - alm CYQRha3 - an_Q(an_l, an)

Y

A11012 -+ - Qg Q2 . . . Q2 Rp(an_1, ap)
4

duau BN AT R an_QLbl . bk—2(bk—17 bk) mit b1 . bk = Qp_10y

\

ELHLCLIQ Q1 G2 an_le R bk_Q(bk_l, bk)
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simuliert. Umgekehrt betrachten wir eine Ableitung
C_llLCLQ “as an_Q(an_l, an) :E’ ElLbQ “as bm_g(bm_l, bm)

Dabei kommt das Symbol L nur im ersten und im letzten Wort vor, und zwar als
jeweils zweites Symbol. Dies entspricht einem Ableitungsschritt 3 =a B'. Daher
erhalten wir fiir jedes Wort 8 =by...b, € (¥ — A)T mit |§| > 3 die Aquivalenz

S :>z; ,6 <— S :>>’(<}’ ElLbQ - bn_Q(bn_l, bn)

Nach Konstruktion der Grammatik G’ und der Eigenschaft aus Satz 13.17(a) gilt damit

aeL(G), |a| >3 — \V o] = 8], S =% 8 =h,
B=b1..bpe(S—A)F
— \V la| = 8], S =% bi1Lby...by_o(bp_1,bn)

B=b1..bpe(Z-A)Tt
:>g/ (87

— ae€L(@).

Dabei wird der Schritt 8 =4, o #quivalent durch b Lbs...by_o(by_1,bn) =& «
mit Hilfe der Produktionen der Form (2), (1) und dann (3) simuliert. Es folgt L(G) =
L(G").

Die Beziehung £(ETOL) G £, ergibt sich dann aus der Tatsache, da &£(ETOL)
nach Satz 13.19 eine volle AFL ist, dies jedoch nach Satz 10.5 fiir &£; nicht zutrifft. Ein
direkterer Beweis folgt aus der Aussage von Satz 13.21, daB die Sprache L = {(ab™)™ |
m > n > 1} keine ETOL-Sprache ist. Im Anschlu8 daran wurde jedoch gezeigt, dal
diese Sprache eine Typ-1-Sprache ist. [



Kapitel 14

Limitierte Lindenmayersysteme

Die beliebige parallele Ersetzung beim Ableitungsprozefl von Lindenmayersystemen
entspricht aus biologischer Sicht nur zum Teil der Wirklichkeit. Sind die Organismen
geniigend groB, so miissen Einschrinkungen der natiirlichen Resourcen beriicksichtigt
werden. Unter diesem Gesichtspunkt ist eine Beschrinkung der parallelen Ersetzung
von Lindenmayersystemen ganz natiirlich. Zuerst hat Frings in seiner Diplomarbeit
[8] einen Spezialfall solcher Systeme betrachtet. In [28] wurden diese k-limitierten L-
Systeme dann allgemeiner definiert. Inzwischen gibt es eine Reihe weiterer Veroffent-
lichungen, die sich mit solchen limitierten Lindenmayersystemen befassen.

14.1 Limitierte OL-Systeme

Definition 14.1 Es sei K € INund h: ¥ — PB(X*) eine endliche Substitution. Dann
heiit die Abbildung Ay : X* — P(X*) eine k-Limitierung von h, wenn fiir alle Worter
w € ¥* die Menge hi(w) definiert ist als die Menge derjenigen Worter, die sich aus
w ergeben, indem genau min{#,w, k} Vorkommen eines jeden Symbols ¢ € ¥ in w
durch die Menge h(a) ersetzt wird. O

Definition 14.2 Es sei k € IN. G = (X, H,w, A, k) heiBt k-limitiertes ETOL-System
(KIETOL-System), wenn G = (X, H,w, A) ein ETOL-System ist.

LG)={weX* | w=woder w € hl...h(w), h',...,h* € H, t € IN}

heifit die von G erzeugte KIETOL-Sprache. [

Analog zu den ETOL-Systemen werden kITOL-, kI0L-, kIPOL-, KIEPDTOL-
Systeme usw. definiert. Die erzeugten Sprachfamilien werden entsprechend mit
L(kITOL), L(kI0L), L(KIPOL), L(KIEPDTOL) usw. bezeichnet. Wir schreiben z.B.
auch £L(k1(E)(T)OL) und meinen damit, daf ein Vorkommen dieses Ausdrucks in einer
Aussage ihre Giiltigkeit fiir diejenigen vier Moglichkeiten bedeutet, die wir erhalten,
wenn wir wahlweise die eingeklammerten Buchstaben beriicksichtigen oder fortlassen.
Aufgrund der Definitionen ergibt sich unmittelbar

236
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Satz 14.1 Fiir alle k € IN gilt

£(kI0L) C L(KITOL) C £(KIETOL) und
£(kI0L) C L(KIEOL) € L(KIETOL). O

Beispiel 14.1 Fiir jedes k € IN ist
G = ({a,b},{{a = a*, b— b}, {a— at, b— b4}}, ab, k)

ein kKIPDTOL-System. Die kiirzesten Worter von L(G) sind ab, a®b® und a*b*, und alle
Worter w von L(G) haben die Form w = a™b" fiir geeignete, von k abhiingige Zahlen
n>1. O

Beispiel 14.2 Fiir jedes k € IN ist
G = ({a,b, c}, h, abe, k) mit h(a) = a®, h(b) = b°, h(c) = ¢
ein kIPDOL-System, das die Sprache
LG) = {0 |n=0,...,r}U{a®  tokp Ttk 2 0k e VoY
fiir k =2" 4+ m mit 0 < m < 2" erzeugt. O

Beispiel 14.3 Ein Turtle T (turtle = Schildkréte) ist ein Tripel (Z,d,d) mit dem
Zustand Z = (z,y, «) des Turtles. Hierbei sind z und y die kartesischen Koordinaten
einer Position in der Ebene und « die Ausrichtung des Turtles gegeniiber der positiven
z-Halbachse in mathematisch positiver Richtung. Das Turtle interpretiert die einzelnen
Zeichen eines Wortes als Komandos, die nacheinander von ihm ausgefiihrt werden:
(a) Ein kleiner Buchstabe bewegt das Turtle um einen Schritt der Linge d von der
aktuellen Position Z in Richtung des Winkels «, so dafl es den neuen Zustand
Z' = (z+dcosa,y+dsin o, ) einnimmt. Die alte und die neue Position werden
durch eine Gerade verbunden.
(b) Das Zeichen + (—) dreht das Turtle um den Winkel ¢ nach links (rechts), d.h.,
versetzt es in den Zustand Z' = (z,y,a + 9) (Z' = (z,y,a — 9)).
Ein Viertupel T = (Z, K, d, §) mit einem Keller K iiber Z heifit erweitertes Turtle,
wenn (Z,d, d) ein Turtle ist, das zusétzlich die folgenden beiden Kommandos versteht:
(a) Das Zeichen ,,(“ veranlaBt das Turtle, seinen aktuellen Zustand in den Keller zu
schreiben.
(b) Das Zeichen ,)“ veranlaf$it das Turtle, den letzten Zustand aus dem Keller zu
lesen und zu seinem aktuellen Zustand zu machen.
Turtles kénnen z.B. fiir die graphische Interpretation der Limitierung von Linden-
mayersystemen benutzt werden. Wir betrachten z.B. das DOL-System (X, &, a) mit

Y ={a,bc,l,r,w,z,(,)}
und der Substitution A, die durch die Produktionen

a — cwlb, I = (+a), w— T, (=, + =+, c—c,
b—cwra, 71— (=b), T — we, ) =), - ——
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definiert ist. Bei einer k-Limitierung von £ = 1,16 bzw. oo (k = oo bedeutet, dafl wir
ein iibliches DOL-System betrachten) liefert das System nach 15 Ableitungsschritten
jeweils ein Wort, das bei Wahl von § = 23° durch die Turtle-Graphik auf Seite 238
interpretiert werden kann.

Satz 14.2 Es sei G = (3, H,w, k) ein kITOL-System mit n = card(X) und
s =max{|w| | w € h(a), h € H, a € £}.
Dann gilt fiir alle Worter wy, we € ¥* mit wy =>¢ we die Abschéitzung

lwi| — nk < |we| < |wi|+nk-(s—1). O

Dieser Satz bedeutet, dafl Sprachen, bei denen die Lingen der Worter exponentiell
wachsen, keine k1TOL-Sprachen sein kénnen.

Satz 14.3 Fiir jedes k € IN ist die Familie &£(k1(T)0L) eine Anti-AFL und auferdem
nicht unter Konkatenation abgeschlossen.

Beweis: Wir miissen beweisen, dafl £(£1(T)0L) unter keiner der AFL-Operationen aus
Definition 10.9 und auch nicht unter Konkatenation abgeschlossen ist. Dabei gehen
wir jeweils von geeigneten Sprachen aus £(kI0L) C £L(kITOL) aus und zeigen, dafl die
Anwendung der entsprechenden Operationen zu Sprachen fiihrt, die nicht zu £(k1TOL)
gehoren.

(a) Wir zeigen, dafl £(k1(T)0L) nicht unter Vereinigung abgeschlossen ist. Offenbar
gilt {a},{a®} € L(KIOL). Wire {a} U {a®} = {a,a®} € L(KITOL), so wiirde ein
kKITOL-System G = ({a}, H,w, k) mit L(G) = {a, a} existieren. Fiir w € L(G)
gibt es nun zwei Moglichkeiten.

(1) Ist w = a, so muB a => a® und damit a® € h(a) fiir eine Tafel h € H
gelten. Daraus folgt jedoch a® =>4, a® (falls k = 1), a® =, a” (falls k = 2)
oder a®> =, a® (falls k > 3), was in jedem Fall ein Widerspruch ist.

(2) Ist w = a®, so muB a® = a gelten. Dann folgt €,a € h(a) fiir ein h € H.
Damit erhalten wir fiir jedes k£ € IN den Widerspruch a®> =, a® ¢ L(G).

(b) Fiir den Nichtabschlufl von £(£1(T)OL) unter Durchschnitt mit reguléren Spra-
chen betrachten wir das £l0L-System

G = ({a}, h,a, k) mit h(a) = {a,a’}
und die unter (a) betrachtete regulire Sprache {a, a®}. Dann gilt
L(G)YNn{a,a®} = {a,a’} ¢ L(KITOL).

(c) L(kI(T)OL) ist nicht unter e-freier Iteration abgeschlossen. Zum Nachweis be-
trachten wir die kl0L-Sprache {b*c?}. Falls L = {b*c*}* von einem kITOL-System
G = (X, H,w, k) erzeugt wird, muf offenbar ¥ = {b,c} gelten. Zur Erzeugung



240 Kapitel 14. Limitierte Lindenmayersysteme

von Wortern, die ldnger als das Axiom w sind, wird eine Tafel h € H mit zwei
Wortern 8 € h(b) und v € h(c) bendtigt, von denen mindestens eines eine Linge
> 2 besitzt. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit gelte |5| > 2. Dann existiert
zu dem Wort (b%c?)**! € L die Ableitung

(L’ =, BbcPu € L,

wobei u aus dem Wort (b%c?)* entsteht durch Ersetzen von k Vorkommen des
Symbols ¢ und von k£ — 1 Vorkommen des Symbols b. Da 5 aus mindestens
zwei Zeichen besteht, ist 4% ein Prifix von . Bei einer anderen Wahl der zu
ersetzenden Vorkommen von Symbolen in (b%c?)F*1 erhalten wir die Ableitung

(B2c?)F L5 bBcu.

Das bedeutet, dal b® ein Prifix von b3c%u € L ist, was jedoch der Definition von
L widerspricht.

(d) Zum Nachweis des Nichtabschlusses von £(k1(T)0L) unter e-freiem Homomor-
phismus betrachten wir die Sprache {c, d}, die von dem k1DOL-System

G = ({¢,d},h,c,k) mit h(c)=d, h(d)=d
erzeugt wird. Definieren wir einen Homomorphismus g : {¢,d}* — {a}* durch
g(c)=a und g(d)=d’,

so erhalten wir die Sprache g(L(G)) = {a, a®}, die nach (a) keine kITOL-Sprache
ist.

(e) L(k1(T)OL) ist nicht abgeschlossen unter inversem Homomorphismus. Zum Be-
weis betrachten wir die Sprache {c, b, 5%}, die von dem kl0L-System

G = ({bc},h,c,k) mit h(b) = {b}, h(c) = {b, 6%}

erzeugt wird. Definieren wir einen Homomorphismus g : {a}* — {b,¢}* durch
g(a) = b, so erhalten wir die Sprache ¢~!'(L(G)) = {a,a®} ¢ L(kITOL).

(f) L(kI(T)OL) ist nicht abgeschlossen unter Konkatenation, da {a} und {g,a} of-
fensichtlich £10L-Sprachen sind, jedoch {a}{z,a} = {a,a®} ¢ L(kITOL) gilt, was
dhnlich wie {a,a®} ¢ L£(kITOL) bewiesen wird. O

Satz 14.4 Fiir alle k£ € IN existieren in £(fin), £3—L(fin), Lo—L5 und £;— L2 sowohl
Sprachen, die in £(k1(T)OL) liegen, als auch solche Sprachen, die nicht in £(k1(T)0L)
liegen.

Beweis: (a) Die Sprache
L, = {a} € L(fin)

ist offensichtlich eine KI0L-Sprache. Die Sprache
Ly ={a,d,...,a”"} U {a® }Ha"}* € £3 — L(fin)
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wird von dem kl0L-System Gy = ({a},{a — a?®}, a, k) erzeugt, wobei n € IN; die
kleinste Zahl mit £ < 2" ist. Die Sprache

Ly = {ab,a?t?,...,aZ" 62"} U {aZ"+TR62"+% | 1 € IN}

wird von dem klOL-System G3 = ({a,b}, {a — a?, b — b*}, ab, k) erzeugt, wobei
n € INy wieder die kleinste Zahl mit £ < 2" ist. Offensichtlich ist L3 nicht vom
Typ 3. Fiir die Typ-2-Grammatik Hz = ({S, X}, {a, b}, S, F) mit der Produk-
tionenmenge

F={S—>ab...,8=>d 07,85 Xt", X - d"Xb', X - ¢}

gilt L(H3) = Ls. Somit folgt Ly € £5 — of3. Schliefllich betrachten wir die
Sprache L, = L(G) aus Beispiel 14.2, die nach dem Lemma von Bar-Hillel
(Satz 5.9) nicht kontextfrei ist, jedoch von der monotonen Grammatik H; =
({S, X, B}, {a,b,c}, S, P) mit den Produktionen

P={S—abc, S —a2?c,..., S = a? 7" S o (aB)? T X,
X — (aB)kc*, X — (aB)*Xc*, Ba — aB, Bc — be, Bb — bb}

erzeugt wird. Damit erhalten wir L, € &£ — L.
Wir geben Sprachen der genannten Familien an, die keine k1TOL-Sprachen sind.
In £(fin) ist dies nach dem Beweis von Satz 14.3 die Sprache

L5 = {a, a3}.
In £3 — L(fin) liegt offenbar die Sprache
L = {a,a*} U {a’}*.

Wir nehmen an, daB Lg von einem klTOL-System G¢ = (3, H,w, k) erzeugt
wird. Da Lg e-frei ist, mufl G propagierend sein und somit w = a gelten. Um
a® abzuleiten, ist die Produktion a? € h(a) fiir eine Tafel h € H notig. Dann
erhalten wir fiir K = 1 die Ableitung a®> =, a® & Lg und fiir k¥ > 2 die Ableitung
a’> =1, a’ ¢ L¢. In beiden Fillen ergibt sich ein Widerspruch.

Offensichtlich ist

L; = {a™" | n € N} U{a""'b" | n € IN} € L5 — Ls.

Wir nehmen an, da§ L; von einem klTOL-System G; = ({a,b}, H,w, k) erzeugt
wird. Da L; e-frei ist, ist G; propagierend, und wir erhalten somit w = ab.
Aufgrund der Reihenfolge der Symbole in jedem Wort aus L7 folgt weiter h(a) C
{a}" und h(b) C {b}T. Da a®b € L; das zweitkiirzeste Wort von L7 ist, muf die
Ableitung w = ab = a®b fiir eine Tafel b’ € H existieren. Es folgt a® € h'(a)
und b € A'(b). Daraus ergibt sich a?b = a'b & L; fiir k > 2 und a?b =
a’b & Ly fiir kK = 1, ein Widerspruch.

Schliefilich betrachten wir die Sprache

ng{a2n |’I’LEW0}E°E1—°‘82.
Sie kann nach Satz 14.2 durch kein K1TOL-System erzeugt werden. [l
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Satz 14.5 Fiir alle £ € IN sind die Familien £(k10L) und £(kITOL) unvergleichbar
mit den Familien &£(0L) und £(TOL). Die Familien sind jedoch nicht disjunkt.

Beweis: Die Sprache {a} liegt in allen betrachteten Familien. Weiter gilt
L'={a" |n € Ny} € £(0L) C £L(TOL),

jedoch ist L' nach Satz 14.2 keine k1TOL-Sprache.
Um den Beweis abzuschlieen, miissen wir £(kI10L) ¢ £(TOL) zeigen. Wir betrach-
ten die Sprache

L= {ab,a®®?,...,a> b } U {a® T**" T | r ¢ IN}

mit n = min{m € N, | k£ < 2™}, die nach dem Beweis von Satz 14.4 eine kl0L-Sprache
ist. Wir nehmen an, da8 sie durch ein TOL-System G = ({a, b}, H,w) erzeugt wird.
Aufgrund der Gestalt von L gilt #,w = #w fiir alle w € L, und fiir jede Tafel h € H
muB h(a) C {a}* und h(b) C {b}* gelten. Folglich ist G deterministisch, da sonst
Worter w mit unterschiedlich vielen Vorkommen von a und b in w erzeugt werden
kénnten. Wir kénnen daher ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf fiir
jedes h € H genau eine natiirliche Zahl nj, > 1 mit h(a) = a™ und h(b) = b™ existiert.
Es seien 7, . .., n, alle derartigen Exponenten. Da das Wort ab aus keinem Wort a™ "
mit n' # 1 erzeugt werden kann, folgt w = ab. Somit erhalten wir

L(G) — {an‘l"l...n?sbn‘fl...n?s | Qy € WO) o= 1, . ,S}.

Wir wihlen 7 = ny -+ -n, - 2" und betrachten a?"*7*p?"+™* ¢ L. Der Exponent von a
und b dieses Wortes hat die Darstellung

9k =271+ n, - k).

Da 1 4+ nq---ng - k durch keinen Primfaktor von n ---n, teilbar ist, enthilt 2" + rk
Primfaktoren, die nicht in n; - - - n; enthalten sind. Somit gilt

a2”+rkb2“+rk g L(G) |

Satz 14.6 Fir k, k' € IN, k # k', sind die Familien £(k10L) und £(k1TOL) unver-
gleichbar mit den Familien £(4'10L) und £(£'1TOL). Die Familien sind jedoch nicht
disjunkt.

Beweis: Die Sprache {a} liegt in allen angegebenen Familien. Weiter betrachten wir
das kKIPDOL-System

G' = ({a,b, c}, h, d*F 0¥ k) mit h(a) = ¥ *2, h(b) = c und h(c) = ¢,
das die Sprache

L = {ak+k’bk+1} U {ak+k’+k(k’+1)ck—z‘bci | i=0,..., k}
U{ak+k’+yk(k’+1)ck+1 | v=23,.. }
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erzeugt. Wir nehmen an, daf
G = ({a,b,c}, H w, k')

ein £'1TOL-System mit L(G) = L ist. Aufgrund der Gestalt von L gilt h(a) C {a}* fiir
jedes h € H. Fiir Worter w,w’ € L mit |w| # |w’'| gilt immer

|[#aw — #ow'| > k(K +1) > K.

Da in einem Ableitungsschritt hichstens £’ Vorkommen von a geléscht werden kénnen,
kann man gemif G kein kiirzeres Wort aus einem lédngeren Wort ableiten. Somit mufl
w = ak ¥ ph+1 gelten, und es folgt die Existenz einer Ableitung

ey ki
W =, aF T HEE D k=i

fiir mindestens ein ¢ € {0,...,k} und eine Tafel h € H. Fiir k' < k ist dies gar nicht
moglich, da von den k41 Vorkommen von b in w mindestens zwei {ibrigbleiben wiirden.
Fir k' > k betrachten wir mit dieser Tafel h eine beliebige Produktion w € h(b).
Wiirde w € {a}* gelten, so kénnten wir aus w Worter ableiten, die mit a enden und
daher in L nicht vorkommen. Wire w eine Mischung aus Vorkommen von Symbolen
a und mindestens einem Vorkommen eines Symbols aus {b,c}, so wire bei jedem
k' € IN wegen k + 1 > 2 ein Wort erzeugbar, das ein Vorkommen von a nach einem
Vorkommen von {b, ¢} hétte, was ebenfalls ein Widerspruch ist. Folglich muf} #,w = 0
gelten. Mit der Tafel h werden alle Vorkommen des Symbols b in w ersetzt, so daBl b
in w € h(b) enthalten sein muB. Folglich existiert eine Ableitung w =, w; mit
#,w1 =k + k' + k(K + 1) und #,w; > k + 1. Ein solches Wort w; kommt aber in L
nicht vor. [

14.2 Limitierte ETOL-Systeme

Wir stellen zunéchst fest, dafl die Einfiihrung von Terminalzeichen wie bei den iiblichen
Lindenmayersystemen zu einer Vergréflerung der betrachteten Sprachfamilien fiihrt.

Satz 14.7 Fiir jedes k£ € IN gilt
L(KI0L) G L(KIEOL) und L(KITOL) & L(KIETOL).
Beweis: (a) Das KIEPDTOL-System
G = ({a,b,F},{a — a’b,b = F,F — F},a,{a,b}, k)

erzeugt offensichtlich die Sprache L = {a, a?b}. Wir nehmen an, daf} es ein k10L-
System G' = ({a, b}, h,w, k) mit L(G') = L gibt. Das Axiom w muf a oder a®b
sein. Im Fall w = a folgt a®b € h(a), so daB fiir jedes £ € IN eine Ableitung
a?b =), w mit #,w > 3 existiert. Ein solches Wort w kommt jedoch in L nicht
vor. Im Fall w = a®b muB eine Ableitung a*h =, a existieren. Dann ist € € h(a),
und wir erhalten « =, ¢ € L(G'), was ebenfalls ein Widerspruch ist.
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(b) Wir betrachten das KIEPDTOL-System

G = ({X,Y, F,a},{h1, ho, h3},a,{a}, k)

mit

hl(a):Y, hl(Y)ZY, hl(X)ZF, hl(F)ZF,

hg(a) = F, hQ(Y) = X, hQ(X) = X, hQ(F) = F,

h3(a)=a, h3(Y):F, h3(X)=a2, h3(F):F
Ohne F' zu erzeugen und ohne triviale Schritte w = w sind nur Ableitungen
der Form

@ Zly Z2X 23042 §Z1Y2 :ZzX2 2230‘4 :;11"'

moglich, wobei die Anzahl der notwendigen Schritte von k£ abhéingt. G erzeugt
folglich die Sprache {a?" | n € Ny}, die wegen Satz 14.2 keine KITOL-Sprache
ist. U

Es sei = ein Ableitungsschritt geméf einem kIEQOL-System. Dann bezeichnen wir
mit =(;) einen Ableitungsschritt des entsprechenden unterliegenden E0S-Systems.
Dies ist ein sequentieller Ableitungsschritt wie bei einer kontextfreien Grammatik, bei
dem jedoch nicht zwischen Terminal- und Nichtterminalzeichen unterschieden wird.
Aus vy =* vy folgt offenbar v =>2‘1) vg. Wir sagen, dafl die Ableitung v; =* vy
die Ableitung x; =>2‘1) Zo impliziert, wenn vy, = uiz u] gilt, z9 ein Teilwort von vy ist
und nach Streichung von u; und u} die Ableitung z; =>Z‘1) x9 eine Beschrinkung der
Ableitung v, =>2‘1) vg in dem Sinn ist, dafl mit x; anstelle von v; gestartet wird.

Der folgende Satz ist ein schwacher Iteratiossatz, mit dessen Hilfe fiir einige Spra-
chen nachgewiesen werden kann, daf sie keine KIEOL-Sprachen sind.

Satz 14.8 Es sei k € IN und G = (X, h,w, A, k) ein kIEOL-System. Es existiere eine
Teilsprache L' C L = L(G) iiber A’ = {ay,...,a,} C A mit einem geeigneten n € N,
so daB fiir alle w € L' ein w' € L' existiert mit

#aw < #aw,

fiir alle @ € A’. Dann ist mindestens eine der folgenden Eigenschaften erfiillt:
(a) Fiir alle m € IN existieren Wérter wy, ..., w, € LN A" so daf
ein ¢ € Z, ¢ # 0, existiert mit |w; 41| = |w;| + ¢ fiir alle ¢ € {0,...,m — 1}
oder aber
|wit1] = |wi|, #owiz1 = #ow;—k, fiir ein a € A’ und allei € {0,...,m—1}

gilt.
(b) Fiir alle j € {1,...,n} gibt es ein Wort ¢,, € h(a;) N A", so daf§ das Wort
tg, - - - tq, eine Permutation des Wortes a; .. .a, ist und ein Index i € {1,...,n}

mit ?,, = € existiert.
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Beweis: Es sei s = max{|w| | w € h(b),b € X}. Da L nicht endlich ist, muff s > 2
gelten. Aus den Voraussetzungen entnehmen wir, daf es fiir die Anzahl der Vorkommen
von Symbolen aus A’ keine obere Schranke gibt. Aus den Voraussetzungen fiir L folgt,
daB fiir alle m € IN ein Wort wy € L' existiert, so daB fiir alle a € A’

H#owg > 0 =k -m-card(D) - s L |y
gilt. Somit gibt es ein Wort w € ¥* mit
#,w > 1 fiir alle a € A" und w =* W = wy.

Da in wqy jedes Symbol a € A’ mehr als o-mal vorkommt und damit wegen o >
k-s-card(X) in einer groBeren Anzahl vorkommt, als in einem Schritt maximal erzeugt
werden kénnten, muf} jedes a schon in w vorkommen. Daraus schlieBen wir, daf§ in der
Ableitung w = wy fiir alle a € A’ eine Produktion ¢, € h(a) N A™ benutzt wird. Mit
diesen Produktionen gelte

Q.. Oy =g tay - tg, =W € A,
Werden diese Produktionen auf wy angewendet, so ergibt sich
wo = w; €A™ mit |wi|=|we|+k-(Jw|—n).

Wegen #,wy > o > k-m fiir alle a € A’ kann ein solcher Ersetzungsschritt mindestens
m-mal ausgefithrt werden. Wir erhalten folglich die Ableitung

Wy —> W — ... —= W; —> ... == Wy,
mit
w; € A", |w;| = |wo| + ik - (Jw'| —n), i=0,...,m.
Fiir |w'| # n wéhlen wir ¢ = k- (Jw'| — n). Dann ist offensichtlich die erste Alternative
der Eigenschaft (a) erfiillt. Wir betrachten jetzt den Fall |w'| = n. Zunéchst sei w' keine

Permutation der Symbole aus A’. Folglich existiert ein Symbol a € A’ mit #,w' = 0,
so daB fiir alle i € {0,...,m — 1}

|wi+1| = |wz|7 #awi—l—l = #awi -k

gilt, also die zweite Alternative der Eigenschaft (a) erfiillt ist. Es bleibt der Fall |w'| =
n, wobel w’ eine Permutation der Symbole aus A’ ist. Dann ist die Eigenschaft (b)
erfiillt, oder anderenfalls existiert fiir jedes v € {1,...,n} eine Zahl u, € {1,...,n}
mit

@y, € hiay,).

Wir betrachten eine Ableitung

D: w =" wy.
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Wir sagen, dafl ein zyklisches Vorkommen eines Symbols x € ¥ in D existiert, wenn
sich D als

~ ~ ~ 1 I ~1 ~1 ~I
D : w =" 13w =>" WV TUyWy =>" W, V1VoVaWy = Wy

darstellen 148t, wobei vivy # € und

T =7 vizvy, x =1 Yo,
gelten und die Ableitungen =>Z‘1) durch die entsprechenden Teilableitungen von D
impliziert werden. Da aus dem Axiom w ohne zyklisches Vorkommen nur Woérter der
Lénge hochstens

card(X)

|w| - s <o

erzeugt werden kénnen und #,wy > o gilt, muB D ein zyklisches Vorkommen enthalten
und kann somit wie angegeben dargestellt werden. Wir betrachten das Wort w! v} zvjws
der Ableitung. Von diesem Wort ausgehend konstruieren wir eine Ableitung gemifl dem
gegebenen kKIEOL-System G wie folgt:

w; fiiri=1,2 wird gemif w; =7, @; € A" ersetzt,
v firi=1,2 wird gemd of =7, v; € A" ersetzt,
x wird gemé =), vizv; ersetzt.

Dann wird erneut das Teilwort vjzv) ersetzt, diesmal geméB v; =, v; und z =),
vp. Das bedeutet, daB in bezug auf wy die Teilworter v; und ve zuséitzlich erzeugt
werden. Da alle diese Ersetzungen in k-limitierter Form durchgefiihrt werden miissen,
ist es immer moglich, dafl die Simulation einiger der obigen sequentiellen Ersetzungen
schon abgeschlossen sind und zu Symbolen aus A’ gefiihrt haben, wihrend andere
noch beendet werden miissen. Werden jedoch auf Symbole aus A’ in weiteren Erset-
zungsschritten nur Produktionen der Form a, — a,, angewendet, so wird dadurch die
Léinge des erzeugten Wortes aus A’ nicht beeinflu8it. Wir erhalten so eine Ableitung

w ="* Wvizvhiy, =>* w; mit w; € A und |w;| = |we| + |viva|.

Da dieses Vorgehen iteriert werden kann, folgt mit ¢ = |viva| > 0 die Eigenschaft (a)
des Satzes. U

Beispiel 14.4 Die folgenden Sprachen besitzen jeweils eine Teilsprache L', die
die Vorausetzung aus Satz 14.8 erfiilllen. Da m € IN beliebig gewéhlt
werden kann, ist aufgrund der jeweiligen Gestalt der Sprachen die Folge-
rung des Satzes nicht richtig. Daher sind die Sprachen keine klEOL-Sprachen.

(a) {a® | n € Ny},

(b) {a* |n € Np} U {cde™ |n € N},

(¢) {a,ab?, ab’a®, ab?a®b?,. ..},

() {a” | p prim},

(e) {a |neN}. O
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Satz 14.9 Fiir alle k£ € IN gilt £L(KIEOL) & £(KIETOL).

Beweis: Nach dem Beweis von Satz 14.7 ist die Sprache L = {a®" | n € Ny} eine
KIETOL-Sprache, nach Beispiel 14.4(a) ist sie jedoch keine KIEOL-Sprache. O

Satz 14.10 Fiir £ € IN und m,n € IN sei Gy = ({a, b}, h,a™™, k) ein kKIDOL-System
mit h(a) = b und h(b) = a. Ist

k <min{n,m} firn#m, k<n=moderk=n=m=1,
so folgt L(Gk) = Snm = {w € {a, b}t | #.w = n, #pw = m}.

Beweis: Fiir k = 1 bedeutet die einmalige Anwendung von h das Vertauschen von
einem Vorkommen von a mit einem Vorkommen von b. Wir sehen sofort, dafi L(G;) =
Shp,m folgt. Fiir 1 < k mit den iibrigen Voraussetzungen des Satzes gilt offensichtlich
L(Gy) C Spm = L(Gy). Wir miissen zeigen, dafl ein Ableitungsschritt gemi G,
durch (zwei) Ableitungsschritte geméf Gy simuliert werden kann. Wir kénnen ohne
Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, da £ < n =m oder £ < n < m gilt und
somit m — k — 1 > 0 erfiillt ist. Wir betrachten einen Ableitungsschritt

a"b"™ = ¢, ba™ tab™ .
Dieser wird durch
anbm s i bkan—kbm—kak s i bak—lan—kabm—k—lbk — ban—labm—l

simuliert. Entsprechend kénnen andere Vertauschungen von G; durch Gj simuliert
werden. [l

Satz 14.11 Fiir alle k € IN gilt L(ETOL) & L(kIETOL).
=

Beweis: Wir gehen von einem beliebigen ETOL-System G = (X, H,w,A) mit H =
{h1,...,hn} und L = L(G) aus. Dazu definieren wir ein kIETOL-System G' =
(X, H' w, A, k) mit

Y=YuU{X|reXtuU{Yi|zeX}U{F} und
i=1 i=1

H' = U {hir, hig, his},

=1

wobei die Tafeln fiir ¢,4' =1,...,n,i# ¢, j=1,2 und z € X durch

(5) =1{¥z}, ha(X3)={F},
8?) ={Xz}, ha(X;) ={X:},

hig
={a}, hs(¥2)={F}, his(X})=hi(z) und
(V) = hiy (X)) = hiy(F) = {F}

x
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gegeben sind (vergleiche Beweisteil (b) von Satz 14.7) Ohne F' zu erzeugen und ohne
triviale Schritte w = w zu benutzen, sind fiir : = 1,...,n nur Ableitungen der Form
Ty =5, Y2 Y = XL XL = wy . w

1 & &

mit w,, € h;(z,) fiir p=1,...,m moéglich. Wir erhalten L(G’) = L und schlieBen, da8
L(ETOL) C L(KIETOL) gilt. Wir betrachten die EPDTOL-Sprache

K = {a*"b"" | n € Ny},
die von dem PDOL-System
G1 = ({a,b},h1,ab) mit hi(a) = a?, hi(b) = B

erzeugt wird. Nach der Konstruktion aus der ersten Hélfte des Beweises wird K von
einem kIETOL-System
G| = (X,H' ab,{a,b}, k)

mit card(H') > 3 erzeugt. Mit Hilfe von G} bilden wir ein weiteres kK]IETOL-System
Gy = (2, H,a” v* , {a,b}, k),
wobei r € IN die kleinste Zahl mit k < 2" ist und H = H' U {h} mit
h(a) =b, h(b)=a, h(z)=F firzeX — {a,b}

gilt. Um nicht das Fehlschlagsymbol F' einzufiihren, darf A nur nach der Erzeugung
eines Wortes aus {a,b}* angewendet werden. Nach Satz 14.10 folgt

L(Gs) = {w € {a, b}t | #qw = 2%, #yw = 3", k < 2", n € INy}.
Die Sprache
lA—’: {’LU € {a7b}+ | #aw = 271,, #bw = 371,, 2" < k7 n e WO}

ist endlich und somit nach Satz 13.10 eine ETOL-Sprache. Wire L(G,) € £L(ETOL),
so wiirde wegen der AFL-Eigenschaft von £L(ETOL) (Satz 13.19)

L'=LG)UL={we {a,0}" | #,w=2", #,w =3", n € Ny} € £(ETOL)
folgen. Nach Satz 13.25 gilt jedoch L' ¢ £L(ETOL). O

Satz 14.12 Fiir alle k € IN existiert ein Algorithmus, der zu jedem kIETOL-System G’
ein dquivalentes KIETOL-System G = (2, H,w, A, k) konstruiert, so dal w € ¥ — A
gilt und ein Symbol F' € ¥ — (A U {w}) sowie Tafeln h;, hr € H (Fehlschlagsymbol,
initiale und terminale Tafel) existieren mit folgenden Eigenschaften:
(a) Esist hr(w) C (X — (AU {w}))*, und fiir a € 3, a # w, gilt hr(a) = {a}.
(b) Es gilt hr(a) C (AU{F})* fir a € ¥ — (AU {w, F}) und hr(a) = {a} fir
a € AU{w, F}.
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(c) Ist h € H — {hy,hr}, soist h(a) C (X — (AU {w}))* fira € ¥ — (AU {w, F})
und h(a) = {a} fiir a € AU {w, F}.

Beweis: Es sei G' = (X1, Hy, w1, A, k) ein beliebiges KIETOL-System. Wir nehmen an,
daB L(G") # 0 gilt, da anderenfalls die Aussage des Satzes trivialer Weise erfiillt ist.
Mit Hilfe der neuen Alphabete
A'={d|ae A} und A" ={d"|ae€ A}
und den neuen Symbolen w und F' wird das Alphabet
Y= UAUA"U{w, F}

bestimmt. Fiir jedes Wort « € X% definieren wir o, indem ein jedes Symbol a € A in
a durch das Symbol a” € A” ersetzt wird, die Symbole aus ¥; — A jedoch unverindert
bleiben. Speziell wird &” = & gesetzt. Auf entsprechende Weise erhalten wir o/. Die
Menge

H = {h[,hT,hc} U {h’ | h e Hl}

der Tafeln wird im folgenden bestimmt. Es werde

hr(w) = {wi},
hr(z) ={z} firz € ¥ — {w},

hr(a') = {a} fiir a € A,
hr(z) = {z} fir z € AU {w},
hr(z) ={F}firze¥® - (AUA"U{w}) und

he(a”) = {d'} fiir a € A,
he(z) = {z} firz € AUA'U{w, F} sowie
he(z) ={F}firze ¥ — A
gesetzt. Fiir jedes h € H, definieren wir
W(z) ={a"|a€h(z)} firz e X — A,
W (a") ={a" | @ € h(a)} fiir a”" € A",
KW (z) ={z} fir x € AU {w, F} und
KW(d') ={F} fir o € A"
Dann ist durch G = (X, H,w, A, k) ein KIETOL-System festgelegt. Ohne triviale An-
wendungen von Tafeln erhalten wir

W) =p, Wy =, We =>p, - .- =, Wy € A* gemil G’
genau dann, wenn
" " n " * ! * * o
w :>h1 wl :>hll wl :>h’2 w2 :>h£), .. :>h; wT‘ :>h0 wT‘ :>hT Wy [ A gemaﬁ G

erfiillt ist. Dabei werden fiir w, = € die Tafeln he und hr nicht angewendet.

Zusdtzlich zum &hnlichen Beweis von Satz 13.16 benétigen wir hier wegen der
k-Limitierung die Kontrolltafel A¢. Nur mit ihrer Hilfe kénnen wir die zweimal gestri-
chenen Symbole in Terminalsymbole verwandeln. [
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Beweis: Nach Satz 14.12 wird jede (ki - k2)IETOL-Sprache von einem (k; - k2)IETOL-
System
G = (E,H,M,A,kl . kg)

mit h(z) = {z} fiir alle z € A und h € H erzeugt. Wir definieren
={:E(Z') leeX— A}, i=1,... ko,
und setzen damit

ko
=sulJZmu{o,..., k} U{F},

wobei alle neuen Symbole paarweise verschieden und nicht in X enthalten sind. Aus
G wird das k{1ETOL-System

G = (%, H' 0w, A, k)
mit
H = {hl,...,hkz,hT}U{hl | h e H}

konstruiert, wobei die Tafeln wie folgt gegeben sind. Fiir alle h € H setzen wir

h’(k2) {0},

(z) {F} firi=0,...,ko —
()= {x}fuerZU{F}und
)

= h(z) fiir z; EUZ

Weiter definieren wir

hi()) ={F} firi=0,..., ke, i #j — 1,
hi(5 = 1) = {3},

hj(z) = {z} firz € ¥ - A,

(x)z{x}fuerAUUZ U{F}

fiir alle j = 1,..., ks und schlieflich

hr(0) = {e},
hr(z) ={F} fir z € ¥’ — (AU {0}) und
hr(z) = {z} fir z € A.

Zu zeigen ist L(G) = L(G"). Fiir Ableitungen gemif G’ gelten die folgenden Uberle-
gungen.

(1) F ist das Fehlschlagssymbol.

(2) Fiir jedes Wort w € A* mit w =¢ w' gilt w = w'.
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(3) Auf jedes Wort w' = Ow mit w € ¥* kénnen ohne Einfiihrung des Fehlschlag-
symbols F' nur die Tafeln h; oder hr angewendet werden. Da hr jedoch fiir
jedes Wort w ¢ A* das Symbol F' einfiihrt, ist h; die einzige Tafel, deren An-
wendung auf ein Wort w' mit w ¢ A* in spéteren Schritten eventuell zu einem
Terminalwort fiihrt.

(4) Fiir jedes Wort w € (¥ — A)* existieren ohne Erzeugung von F' nur Ableitungen
der Form

Ow —m 1w, —h, 2wq =hy - :>hk2 k2wk2 = Ow'’

mit einer Tafel b’ fiir h € H. Wegen der Konstruktion der Tafeln gilt dabei

ko
w' € X* und min{k; - k2, #,w} = min{k; - ko, Z#w(i)wk2} fiir alle z € X.

i=1

Es wird somit genau der Ableitungsschritt w =>¢ w' simuliert.
Aus diesen Uberlegungen erhalten wir L(G) = L(G'). O

Unmittelbar folgt

Satz 14.14 Fiir alle £ € IN gilt L(KIETOL) C £L(11IETOL). O

Ein offenes Problem ist dabei die Frage, ob diese Inklusion echt ist oder nicht.

Satz 14.15 Fiir alle k£ € IN ist L(kKIETOL) unter Bildung von Vereinigung, Konkate-
nation, Homomorphismus, e-freier Iteration und Spiegelbild abgeschlossen.

Beweis: Der Abschlufl unter Spiegelbild ist trivial. Der Abschlu8 unter Vereinigung,
konkatenation und Homomorphismus wird unter Verwendung von Satz 14.12 wie im
Beweis von Satz 13.19 bewiesen. Es bleibt der Abschlufl unter e-freier Iteration nach-
zuweisen.

Es sei L eine beliebige KIET0L-Sprache, die von einem kIETOL-System

G = (Y, H ', A, k)

mit den Eigenschaften aus Satz 14.12 erzeugt wird. Wir konstruieren ein KIETOL-
System

G=(%,H,S,A,k)

durch
Y=YU{S} und H={h}U{h|K € H},
wobei
ho(S) = {Suw',w'},
ho(a) = {a} fiir a € A,
ho(z) = {F} firz € ¥ — (AU{S})
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gilt und fiir alle A mit A’ € H’
h(S) = {S} und h(z) = h'(z) fir z € &'

gesetzt wird. Nach einer nichttrivialen Anwendung von hy, die das Axiom w’ von
G’ als Teilwort liefert, kann ohne Einfiihrung von F' die Tafel ho erst dann erneut
angewendet werden, wenn aus w’ ein Terminalwort abgeleitet wurde. Offensichtlich
gilt L(G)=L*. O

Fiir alle k € IN ist es offen, ob die Familie &£(kIETOL) unter inversem Homomor-
phismus und unter Durchschnitt mit reguléren Sprachen abgeschlossen ist. Man kann
jedoch zeigen, daf§ £(AIETOL) unter endlicher Substitution abgeschlossen ist.

In [7] wurde gezeigt, da§ es Sprachen aus L(1IETOL) gibt, die nicht rekursiv sind.
Damit gilt dann, im Gegensatz zu Satz 13.19, L(1IETOL) ¢ £,. Ob jede Typ-1-
Sprache zu £(11IETOL) gehort, ist nicht bekannt.

Es werden auch andere Formen der Limitierung von L-Systemen untersucht. Bei
uniform-k-limitierten ETOL-Systemen (siehe [29]) werden in jedem Ersetzungsschritt
im jeweils vorgelegten Wort w genau min{k, |w|} Symbole von w ersetzt. Das bedeutet,
dafB fiir die Auswahl der zu ersetzenden Symbole die Art der Symbole gleichgiiltig ist,
in diesem Sinn also von einer gleichméBigen Limitierung gesprochen werden kann.
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